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Çàäà÷à 1. Ïîêàæèòå, ÷òî èíäóöèðîâàííàÿ êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîìïëåêñîâ òî÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ãîìîëîãèé ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííîé â ñëåäóþùåì ñìûñëå: åñëè â êîììóòàòèâíîé äèàãðàììå ñ òî÷íûìè
ñòðîêàìè
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âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè � ìîðôèçìû êîìïëåêñîâ, òî êîììóòàòèâíà äèàãðàììà
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f̃∗ // Hi(B̃∗)

g̃∗ // Hi(C̃∗)
δ // Hi+1(Ã∗)
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Çàäà÷à 2. Îñòàíåòñÿ ëè âåðíîé ëåììà î 5 ãîìîìîðôèçìàõ, åñëè âñå êâàäðàòû â äèàãðàììå êîììóòàòèâíû ñ òî÷-
íîñòüþ äî çíàêà?

Çàäà÷à 3. Ïóñòü Ci � êîìïëåêñ êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ïî÷òè âñå èç êîòîðûõ òðèâèàëüíû, H∗ �
åãî ãîìîëîãèè. Ïîêàæèòå, ÷òî

∑
i(−1)i dim Ci =

∑
i(−1)i dim Hi.

×èñëî χ(X) =
∑

i(−1)irankHi(X, Z) íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé X.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü H∗(X, Z) êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Ïîêàæèòå, ÷òî χ(X) =
∑

i(−1)i dim Hi(X, k) äëÿ ëþáîãî ïîëÿ k.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü X1, X2 � êîíå÷íûå ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû. Ïîêàæèòå, ÷òî χ(X1 ×X2) = χ(X1)χ(X2).

Çàäà÷à 6. Ïóñòü X � êîíå÷íûé ñèïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, à X1, X2 � åãî ïîäêîìïëåêñû. Ïîêàæèòå, ÷òî χ(X) =
χ(X1) + χ(X2)− χ(X1 ∩X2).

Çàäà÷à 7. Ïîêàæèòå, ÷òî êîìïëåêñ êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ ñâîáîäíûõ àáåëåâûõ ãðóïï ðàñùåïëÿåòñÿ â ñóììó êîì-

ïëåêñîâ âèäà 0 → Z → 0 è 0 → Z n→ Z → 0, ãäå ìîðôèçì n � óìíîæåíèå íà n ∈ Z.
Çàäà÷à 8. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå ñâîéñòâî ãîìîòîïè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíûõ ñèíãóëÿðíûõ ãî-
ìîëîãèé.

Çàäà÷à 9. Ïóñòü X � ëèíåéíî ñâÿçíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà H1(X, Z) èçîìîðôíà ôàêòîðó ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ãðóïïû X ïî êîììóòàíòó (ïîäãðóïïå, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè âèäà aba−1b−1).

Çàäà÷à 10. Ïîêàæèòå, ÷òî ãðàíè÷íàÿ îêðóæíîñòü ëåíòû Ì¼áèóñà íå ÿâëÿåòñÿ åå ðåòðàêòîì.

Çàäà÷à 11. Âû÷èñëèòå öåëî÷èñëåííûå ãîìîëîãèè ñôåðû ñ g ðó÷êàìè è ãîìîëîãèè ñâÿçíîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè
(íå îáÿçàòåëüíî îðèåíòèðóåìîé) ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z/2Z.
Çàäà÷à 12. Ñòàíäàðòíî âëîæåííàÿ â R3 ñôåðà ñ g ðó÷êàìè îãðàíè÷èâàåò êîìïàêò, íàçûâàåìûé òåëîì ñ g ðó÷êàìè.
Ñêëåèì äâà ýêçåìïëÿðà òåëà c g ðó÷êàìè ïî òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ ãðàíèö. Âû÷èñëèòå öåëî÷èñëåííûå
ãîìîëîãèè ïîëó÷åííîãî ïðîñòðàíñòâà.

Çàäà÷à 13. Âû÷èñëèòå öåëî÷èñëåííûå ãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâà îáðàòèìûõ âåùåñòâåííûõ ìàòðèö 3× 3.

Çàäà÷à 14. Âû÷èñëèòå öåëî÷èñëåííûå ãîìîëîãèè ïðîñòðàíñòâ åäèíè÷íûõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê S1, S2 è S3.

Íàïîìíèì, ÷òî èíäóöèðîâàííûé îòîáðàæåíèåì f : Sn → Sn ìîðôèçì f∗ : Hn(Sn) → Hn(Sn) ÿâëÿåòñÿ óìíîæå-
íèåì íà öåëîå ÷èñëî. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ f .

Çàäà÷à 15. Ïóñòü f : Sn → Sn � ãîìåîìîðôèçì. Ïîêàæèòå, ÷òî f èìååò ñòåïåíü 1 èëè −1.

Çàäà÷à 16. Ïîñòðîéòå îòîáðàæåíèå f : Sn → Sn ñòåïåíè k, ãäå n ≥ 2.

Çàäà÷à 17. Ïóñòü f : C → C � ïîëèíîì; f ïðîäîëæàåòñÿ äî îòîáðàæåíèÿ f : C → C ñôåðû Ðèìàíà â ñåáÿ.
Âû÷èñëèòå ñòåïåíü f .

Çàäà÷à 18. Ïóñòü X ïîêðûâàåòñÿ òàêèìè n îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè Xa, ÷òî Xa, Xab = Xa∩Xb, Xabc = Xa∩Xb∩Xc

è òàê äàëåå ëèáî ïóñòû, ëèáî ñòÿãèâàåìû äëÿ âñåâîçìîæíûõ èíäåêñîâ. Íàéäèòå òàêîå N , ÷òî Hi(X, Z) = 0 ïðè i ≥ N .
Æåëàòåëüíî íàéòè íàèëó÷øåå N .

Çàäà÷à 19. Âû÷èñëèòå êîëüöî êîãîìîëîãèé äâóìåðíîãî òîðà ñ êîýôôèöèåíòàìè â Z è Z/2Z.
Çàäà÷à 20. Âû÷èñëèòå êîëüöî öåëî÷èñëåííûõ êîãîìîëîãèé ñôåðû ñ g ðó÷êàìè.
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