
Çàäà÷è ïî òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé

(ñ ôðàãìåíòàìè ñàìîé òåîðèè)

Â ýòîì òåêñòå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ñîãëàøåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.
Âìåñòî êîíêðåòíûõ ïðåäñòàâëåíèé êàêîé-ëèáî ãðóïïû ìû áóäåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ýòîé ãðóïïû, êàæäûé èç
êîòîðûõ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ íåêîòîðûì ïðåäñòàâèòåëåì ýòîãî êëàññà.

Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, π � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G.
×åðåç V π îáîçíà÷èì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì äåéñòâóåò ïðåä-

ñòàâëåíèå π, (ýòî ïðîñòðàíñòâî è äåéñòâèå â í¼ì ãðóïïû G îïðåäåëåíû ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà), ÷åðåç dim π � ðàçìåðíîñòü π, à ÷åðåç χπ �
õàðàêòåð π (dim π è χπ çàâèñÿò òîëüêî îò êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè π).

Ñïåêòð σ(G) ãðóïïû G � ìíîæåñòâî (êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè) íåïðè-
âîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G.

Ãðóïïà îêðóæíîñòè T � ãðóïïà {λ ∈ C | |λ| = 1}, ãðóïïà êîðíåé m-îé
ñòåïåíè èç åäèíèöû µm � ãðóïïà {λ ∈ C | λm = 1} � ïîäãðóïïà T.

1 Î õàðàêòåðàõ

Â ýòîì ïóíêòå G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, π � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G.

Çàäà÷à 1.1. Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåð χπ � íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼í-
íàÿ ôóíêöèÿ íà ãðóïïå G, òî åñòü äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà n ∈ N, ëþáûõ ýëå-
ìåíòîâ g1, . . . , gn ∈ G è ÷èñåë t1, . . . , tn ∈ C âûïîëíåíî

n∑
i,j =1

χπ(gi gj
−1) ti tj > 0.

Çàäà÷à 1.2. Äîêàæèòå, ÷òî

∀ g ∈ G (g2 = e =⇒ χπ(g) � öåëîå ÷èñëî).

Çàäà÷à 1.3. Äîêàæèòå, ÷òî

∀ g ∈ G (|χπ(g)| = χπ(1) ⇐⇒ π(g) � ñêàëÿðíûé îïåðàòîð).

Çàäà÷à 1.4. Äîêàæèòå, ÷òî

Kerπ = {g ∈ G | χπ(g) = χπ(1)}.

Çàäà÷à 1.5. Ïóñòü π � íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G, òî åñòü
π ∈ σ(G), à z � ýëåìåíò öåíòðà ýòîé ãðóïïû, ïðè÷¼ì zm = e äëÿ m ∈ N.
Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà

∃λ ∈ µm ∀ g ∈ G (χπ(zg) = λ χπ(g)).
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2 Ïðåäñòàâëåíèÿ ôàêòîð-ãðóïï,

îäíîìåðíûå è òî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ

Â ýòîì ïóíêòå G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, H � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G.

Çàäà÷à 2.1. Ïóñòü π ∈ σ(G), ïðè÷¼ì H 6 Kerπ. Îïðåäåëèì ïðåäñòàâëå-
íèå π ôàêòîð-ãðóïïû G/H â ïðîñòðàíñòâå V π ïî ôîðìóëå: π(gH) = π(g)
äëÿ âñÿêîãî gH ∈ G/H. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà

à) π � êîððåêòíî îïðåäåë¼ííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G/H, êðîìå òîãî,
ýòî ïðåäñòàâëåíèå íåïðèâîäèìî, òî åñòü π ∈ σ(G/H);

á) îòîáðàæåíèå π 7−→ π ìåæäó ìíîæåñòâàìè {π ∈ σ(G) | H 6 Kerπ}
è σ(G/H) � áèåêöèÿ.

Èç ýòîé çàäà÷è ìîæíî ñäåëàòü âûâîä: îïèñàíèå íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé ãðóïïû, ÿäðî êîòîðûõ ñîäåðæèò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó, ñâîäèòñÿ ê
îïèñàíèþ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ôàêòîð-ãðóïïû ïî ýòîé ïîäãðóïïå.

Çàäà÷à 2.2. Ïóñòü [G, G] � êîììóòàíò ãðóïïû G, òî åñòü ïîäãðóïïà,
ïîðîæä¼ííàÿ âñåìè êîììóòàòîðàìè â G. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà

à) [G, G] � íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà â G;

á) {π ∈ σ(G) | [G, G] 6 Kerπ} = {π ∈ σ(G) | dim π = 1}.

Èç ýòîé çàäà÷è, ñîâìåñòíî ñ ïðåäûäóùåé, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îäíîìåðíûå
íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì
ñîîòâåòñòâèè ñ íåïðèâîäèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ôàêòîð-ãðóïïû ïî êîì-
ìóòàíòó, à ýòî àáåëåâà ãðóïïà.

Çàäà÷à 2.3. Ïóñòü G � íåàáåëåâà ãðóïïà. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ëþáîå
äâóìåðíîå òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G íåïðèâîäèìî.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé Ìàøêå.

Çàäà÷à 2.4. Ïóñòü ãðóïïà G èìååò òî÷íîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå.
Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà öåíòð ãðóïïû G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

3 Îá àáåëåâûõ ãðóïïàõ

Â ýòîì ïóíêòå A � (íå îáÿçàòåëüíî êîíå÷íàÿ) àáåëåâà ãðóïïà.

Çàäà÷à 3.1. Îïðåäåëèì ïðåäñòàâëåíèå π ãðóïïû Z â ïðîñòðàíñòâå C2 ïî

ôîðìóëå: π(k) =
(

1 k
0 1

)
äëÿ âñåõ k ∈ Z. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà π ñîäåð-

æèò åäèíñòâåííîå íåòðèâèàëüíîå ïîäïðåäñòàâëåíèå.

Òàêèì îáðàçîì, π � ïðèâîäèìîå, íî íåðàçëîæèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóï-
ïû Z, òî åñòü π ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíîå ïîäïðåäñòàâëåíèå, íî π íåëüçÿ
ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó íåòðèâèàëüíûõ ïîäïðåäñòàâëåíèé.
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Çàäà÷à 3.2. Ïóñòü π � n-ìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû A. Äîêàæèòå,
÷òî òîãäà π ñîäåðæèò îäíîìåðíîå è (n− 1)-ìåðíîå ïîäïðåäñòàâëåíèÿ.

Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ àáåëåâûõ ãðóïï
îäíîìåðíû, íî â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ ãðóïï ïðîèçâîëüíîå ïðåäñòàâëåíèå íå
âñåãäà ìîæíî ðàçëîæèòü â ïðÿìóþ ñóììó îäíîìåðíûõ ïîäïðåäñòàâëåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

A∗ = Hom(A, T) =
= {ϕ : A → T | ∀ a1, a2 ∈ A (ϕ(a1 + a2) = ϕ(a1) ϕ(a2))}.

Îïðåäåëèì íà A∗ ïîòî÷å÷íûå ãðóïïîâûå îïåðàöèè:

(ϕ1ϕ2)(a) = ϕ1(a) ϕ2(a), (
1
ϕ

)(a) =
1

ϕ(a)
, 1(a) = 1.

Ýòè îïåðàöèè çàäàþò íà A∗ ñòðóêòóðó àáåëåâîé ãðóïïû. Ãðóïïà A∗ � äó-
àëüíàÿ ãðóïïà àáåëåâîé ãðóïïû A.

Âñÿêîå óíèòàðíîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû A îäíîìåðíî è,
çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï ìåæäó A è U(1) = T, ïîýòîìó A∗

åñòü â òî÷íîñòè ìíîæåñòâî óíèòàðíûõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé A.

Çàäà÷à 3.3. Ïóñòü m ∈ N, Cm = Z/mZ � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà èç m ýëå-
ìåíòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà (Cm)∗ ∼= µm.

Çàäà÷à 3.4. Ïóñòü A � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Îïèøèòå ãðóïïó äóàëü-
íóþ ãðóïïó A∗ ñ ïîìîùüþ ãðóïï {µm | m ∈ N}.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà åñòü ïðÿìàÿ
ñóììà êîíå÷íûõ öèêëè÷åñêèõ ãðóïï.

Èç ýòîé çàäà÷è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû A
ãðóïïû A è A∗ èçîìîðôíû, íî ýòîò èçîìîðôèçì íå êàíîíè÷åñêèé, òàê êàê
çàâèñèò îò âûáîðà îáðàçóþùèõ â öèêëè÷åñêèõ êîìïîíåíòàõ ãðóïïû A.

Çàäà÷à 3.5. Äîêàæèòå, ÷òî Z∗ ∼= T.

Îòñþäà A è A∗ íå âñåãäà èçîìîðôíû â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ãðóïïû A.

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì ãîìîìîðôèçì ãðóïï ι : a 7−→ ιa ìåæäó ãðóïïà-
ìè A è Hom(A∗, T) ïî ôîðìóëå: ιa(ϕ) = ϕ(a) äëÿ âñåõ a ∈ A è ϕ ∈ A∗.

Çàäà÷à 3.6. Äîêàæèòå, ÷òî

à) åñëè A � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà, òî ι � êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì
ìåæäó ãðóïïîé A è äâàæäû äóàëüíîé ãðóïïîé A∗∗ = Hom(A∗, T);

á) åñëè A � ïðîèçâîëüíàÿ àáåëåâà ãðóïïà, òî ι � ìîíîìîðôèçì.

Óêàçàíèå. Ïóíêò à) ëåãêî ñëåäóåò èç îïèñàíèÿ äóàëüíîé ãðóïïû êîíå÷íîé
àáåëåâîé ãðóïïû. Â ïóíêòå á) íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé Öîðíà.
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Âñþäó äàëåå A � íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíàÿ àáåëåâà ãðóïïà.

Îïðåäåëåíèå. Îïðåäåëèì íà äóàëüíîé ãðóïïå A∗ òîïîëîãèþ ñ ïîìîùüþ
îïðåäåëåíèÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

ϕn −→
n→∞

ϕ ⇐⇒ ∀ a ∈ A (ϕn(a) −→
n→∞

ϕ(a)).

Ýòà òîïîëîãèÿ çàäà¼ò íà A∗ ñòðóêòóðó òîïîëîãè÷åñêîé àáåëåâîé ãðóïïû.

Çàäà÷à 3.7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè A � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà, òî òî-
ïîëîãèÿ äóàëüíîé ãðóïïû A∗ äèñêðåòíà.

Çàäà÷à 3.8. Äîêàæèòå, ÷òî òîïîëîãèÿ ãðóïïû T êàê äóàëüíîé ãðóïïû ê
Z ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèåé íà T.

Îïðåäåëåíèå. Äâàæäû äóàëüíàÿ ãðóïïà A∗∗ íå áîëåå, ÷åì ñ÷¼òíîé àáåëå-
âîé ãðóïïû A � ãðóïïà íåïðåðûâíûõ ãîìîìîðôèçìîâ ìåæäó A∗ è T:

A∗∗ = C0(A∗, T) ∩Hom(A∗, T).

Çàäà÷à 3.9. Äîêàæèòå, ÷òî ι(A) 6 A∗∗, òî åñòü âñå ãîìîìîðôèçìû ιa,
a ∈ A, íåïðåðûâíû.

Òàêèì îáðàçîì, ι � ìîíîìîðôèçì ìåæäó ãðóïïàìè A è A∗∗.
Âûøå ìû ïîëó÷èëè, ÷òî åñëè A � êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà, òî ι �

èçîìîðôèçì ìåæäó A è A∗∗. Äâîéñòâåííîñòü Ïîíòðÿãèíà äëÿ ñ÷¼òíûõ àáå-
ëåâûõ ãðóïï ñîñòîèò â òîì, ÷òî ι � èçîìîðôèçì ìåæäó A è A∗∗, åñëè A �
ñ÷¼òíàÿ àáåëåâà ãðóïïà. Ýòî óòâåðæäåíèå äîâîëüíî ñëîæíîå: åãî äîêàçà-
òåëüñòâî èñïîëüçóåò íåñêîëüêî íåòðèâèàëüíûõ ôàêòîâ ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà. Íî â ñëó÷àå íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ãðóïï A äâîéñòâåííîñòü Ïîíò-
ðÿãèíà ìîæíî äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî.

Çàäà÷à 3.10. Äîêàæèòå äâîéñòâåííîñòü Ïîíòðÿãèíà äëÿ ãðóïïû Z, òî
åñòü ïðîâåðüòå, ÷òî âñÿêèé íåïðåðûâíûé ãîìîìîðôèçì ìåæäó T è T �
ýòî âîçâåäåíèå â ñòåïåíü z 7−→ zk äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ Z.

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî ìíîæåñòâî ι(Z) = {z 7−→ zk | k ∈ Z} �
ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â ïðîñòðàíñòâå L2(T), è ðàññìîòðèòå
êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè äàííîãî íåïðåðûâíîãî ãîìîìîðôèçìà T −→ T
â ðÿä Ôóðüå ïî ýòîé ñèñòåìå.
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