
Çàíÿòèå 1.
Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Êîíöåïöèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ïîäõîäà. Ïåðâûå ïðèìåðû: ÷èñëà Ðàìñåÿ.

Âîïðîñû î ñóùåñòâîâàíèè îáúåêòîâ ñ íåêîòîðûìè ïðåäïèñàííûìè
ñâîéñòâàìè ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè.
×àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðåäúÿâèòü îáúåêò ÿâíî òðóäíî, íî ìîæíî îáíà-
ðóæèòü, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ â òîé èëè èíîé ñòåïåíè òèïè÷íûì.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðÿìî ñåé÷àñ (â äàëüíåéøåì ðàçëè÷-
íûì, ïîä÷àñ èñêëþ÷èòåëüíî õèòðîóìíûì, ïðèìåðàì òàêîãî ðîäà áóäåò
ïîñâÿùåí âåñü êóðñ).

1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå ÷èñëî èç îòðåçêà [0,1]. "Ñëó÷àéíîñòü"çäåñü
îçíà÷àåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ýòîãî ÷èñëà ïîïàñòü â êàêîé-òî ìåíüøèé îòðå-
çîê ðàâíà äëèíå ýòîãî îòðåçêà. (Äëÿ çíàêîìûõ ñ ïîíÿòèåì ìåðû Ëåáåãà:
âåðîÿòíîñòü ÷èñëà ïîïàñòü â íåêîòîðîå èçìåðèìîå ìíîæåñòâî ðàâíà ïî
îïðåäåëåíèþ ìåðå ýòîãî ìíîæåñòâà). Â åãî äâîè÷íîé çàïèñè öèôðû 0 è 1
âñòðå÷àþòñÿ ïðèìåðíî îäèíàêîâî ÷àñòî (òî åñòü äîëÿ åäèíèö ñðåäè ïåð-
âûõ N öèôð ñòðåìèòñÿ ê ïîëîâèíå, êîãäà N íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò).
Òî æå âåðíî äëÿ òðîè÷íîé çàïèñè: òàì ïîðîâíó íóëåé, åäèíèö è äâîåê.
Î÷åíü ñëîæíî (êàæåòñÿ, íèêòî íå óìååò) ïðåäúÿâëÿòü ÿâíî õîòÿ áû îä-
íî èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåãî îáîèì ýòèì òðåáîâàíèÿì
� õîòÿ èì óäîâëåòâîðÿåò ïî÷òè ëþáîå ÷èñëî.

2. Èçâåñòíî, ÷òî íå âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷-
íî äèôôåðåíöèðóåìîé. Ïåðâûå ïðèìåðû òàêèõ �ýêçîòè÷åñêèõ� ôóíêöèé
áûëè ïîñòðîåíû Âåéåðøòðàññîì è îïèñàíû âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ àíàëè-
çà. Îäíàêî áîëüøèíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, âîçíèêàþùèõ íå èñêóñ-
ñòâåííî, âñå æå ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî ãëàäêèìè. Èñêëþ÷åíèå â ýòîì íåôîð-
ìàëüíîì ïðàâèëå ñîñòàâëÿþò ñëó÷àéíûå ôóíêöèè � òðàåêòîðèè áðî-
óíîâñêîãî äâèæåíèÿ. Ñëó÷àéíî äâèæóùàÿñÿ ÷àñòèöà íè â îäèí ìîìåíò
íå èìååò ñêîðîñòè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñâîéñòâî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
íå èìåòü íè â îäíîé òî÷êè ïðîèçâîäíîé ÿâëÿåòñÿ �òèïè÷íûì�: ôóíêöèè,
èìåþùèå ïðîèçâîäíóþ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå, îáðàçóþò �òîùåå� ìíî-
æåñòâî â ñìûñëå êàòåãîðèè Áýðà (òî åñòü ïðåäñòàâèìî êàê îáúåäèíåíèå
ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ).

3. Ïðèâåäåì ïðèìåð èç êîìáèíàòîðèêè, êàêîâûõ åùå íàñ îæèäàåò
íåìàëî. Èñïîëüçóåìûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èíòóèòèâíî ïîíÿò-
íû, îïðåäåëåíèÿ ñì. ÷óòü íèæå.

Ïóñòü n êîìàíä ñûãðàëè îäíîêðóãîâîé òóðíèð ïî âîëåéáîëó. Ìîæåò
ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ ñòà êîìàíä íàéäåòñÿ êîìàíäà, âûèãðàâ-
øàÿ ó âñåõ ñòà? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìîæåò, è ïðîùå âñåãî ïðîâåñòè òàêîé
òóðíèð, îïðåäåëÿÿ ïîáåäèòåëÿ êàæäîé âñòðå÷è, ïîäáðàñûâàÿ ìîíåòêó.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé òóðíèð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ
ñòà êîìàíä îäíà èç îñòàâøèõñÿ âûèãðàëà ó íèõ âñåõ? Îòâåò: 2−100. À
êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî íå ó âñåõ? Îòâåò: p = 1 − 2−100. Êàêîâà æå,
íàêîíåö, âåðîÿòíîñòü, ÷òî íè îäíà èç îñòàâøèõñÿ êîìàíä íå âûèãðàëà
ó âñåõ ýòèõ ñòà? Îòâåò: pn−100. Êàê áû îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
óêàçàííîå ñîáûòèå ïðîèçîøëî õîòÿ áû äëÿ êàêèõ-òî ñòà êîìàíä? Ïðîñòî
ñëîæèì âñå ýòè ÷èñëà ïî C100

n ñïîñîáàì âûáðàòü ñòî êîìàíä � ðåçóëüòàò
áóäåò âåðõíåé îöåíêîé íà èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü. Èòàê, âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî äëÿ êàêèõ-òî ñòà êîìàíä íè îäíà èç îñòàâøèõñÿ íå âûèãðàëà ó íèõ
âñåõ, íå ïðåâîñõîäèò C100

n pn−100 ≤ n100pn−100. Òàê êàê ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ
ðàñòåò ìåäëåííåå ïîêàçàòåëüíîé, ïðè áîëüøèõ n ýòî ñîâñåì ìàëåíüêîå
÷èñëî � òî åñòü ïî÷òè âñå ñëó÷àéíûå òóðíèðû óäîâëåòâîðÿþò íàøåìó
òðåáîâàíèþ.

Ââåäåì íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíÿòèÿ èç òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé.

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî
Ïóñòü Ω � íåêîòîðîå (îáû÷íî êîíå÷íîå) ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìû íà-

çîâåì âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì. Ïóñòü íåêîòîðûì (â ñëó÷àå êî-
íå÷íîãî ïðîñòðàíñòâà Ω � ïðîñòî âñåì) ïîäìíîæåñòâàì A ⊂ Ω ñîïî-
ñòàâëÿåòñÿ ÷èñëî p(A) ∈ [0, 1], íàçûâàåìîå âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A
(ìíîæåñòâî A ⊂ Ω áóäåì íàçûâàòü ñîáûòèåì). òàê, ÷òî

(i) ñåìåéñòâî ñîáûòèé, òî åñòü ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω, íà êîòî-
ðûõ îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñòü, îáðàçóåò σ-àëãåáðó, òî åñòü ñîäåðæèò ∅, Ω,
âìåñòå ñ ëþáûìè ñîáûòèÿìè ñîäåðæèò èõ äîïîëíåíèÿ è îáúåäèíåíèå íå
áîëåå ÷åì â ñ÷åòíîì êîëè÷åñòâå.

(ii) p(∅) = 0, p(Ω = 1).
(iii) p(AtB) = p(A) + p(B) (çäåñü è äàëåå AtB îçíà÷àåò äèçúþíêò-

íîå îáúåäèíåíèå ñîáûòèé A è B, òî åñòü îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ìíîæåñòâ A è B. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ãîâîðÿò íå �íåïåðåñåêàþùèå-
ñÿ ìíîæåñòâà�, à �íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ�.) Àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî âåðíî
äëÿ ñ÷åòíîãî äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ.

Èíûìè ñëîâàìè, âåðîÿòíîñòü åñòü ìåðà íà ïðîñòðàíñòâå ñîáûòèé òà-
êàÿ, ÷òî ìåðà âñåãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà 1. Òàêèå ìåðû íàçûâàþò âåðî-
ÿòíîñòíûìè.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ:
1. Åñëè Ω � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ìîæíî îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü

ïîäìíîæåñòâà A ⊂ Ω êàê |A|/|Ω| (| · | îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â
ìíîæåñòâå). Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíòû Ω ðàâíîâåðîÿòíû.

2. Ðàññìîòðèì ýêñïåðèìåíò ñ ïîäáðàñûâàíèåì ìîíåòû, êîòîðàÿ ïàäåò
îðëîì ñ âåðîÿòíîñòüþ p è ðåøêîé ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− p. Â êà÷åñòâå ïðî-
ñòðàíñòâà Ω âîçüìåì äâóõýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {îðåë, ðåøêà} è îïðå-
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äåëèì âåðîÿòíîñòè óêàçàííûì îáðàçîì.
3. Åñëè Ω � ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íîé ìåðîé µ, òî ìîæíî îïðåäåëèòü

âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó µ/µ(Ω). Òàê, ìîæíî ãîâîðèòü î ñëó÷àéíîì âûáîðå
òî÷êè â îòðåçêå � âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â ìåíüøèé îòðåçîê ïðîïîðöèî-
íàëüíà åãî äëèíå.

4. Åñëè Ω1, Ω2 � äâà âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâà, ìîæíî îïðåäå-
ëèòü èõ ïðîèçâåäåíèå Ω1 × Ω2. Êàê ìíîæåñòâî ýòî áóäåò ïðîñòî äåêàð-
òîâî ïðîèçâåäåíèå, à âåðîÿòíîñòü îïðåäåëèì òàê: äëÿ A ⊂ Ω1, B ⊂ Ω2

ïîëîæèì p(A×B) = p(A) · p(B). Â ñèëó ñâîéñòâ âåðîÿòíîñòè ýòî ðàâåí-
ñòâî îäíîçíà÷íî çàäàåò âåðîÿòíîñòè âñåõ ñîáûòèé, êîòîðûå åñòü ñ÷åòíûå
îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé òèïà A × B (â êîíå÷íîì ñëó÷àå � âîîáùå âñåõ
ñîáûòèé). Òàê, åñëè ìîíåòêà ïîäáðàñûâàåòñÿ äâàæäû, òî ïðîñòðàíñòâî
èñõîäîâ åñòü ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ èñõîäîâ äëÿ îäíîêðàòíîãî ïîä-
áðàñûâàíèÿ. ×àñòî ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿ íå äâóõ, à áîëüøåãî
êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîáûòèé.

Òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé îòëè÷àåò îò òåîðèè ìåðû íàëè÷èå ïîíÿòèÿ íåçà-
âèñèìîñòè.

Ñîáûòèÿ A,B ⊂ Ω íàçîâåì íåçàâèñèìûìè, åñëè p(A ∪ B) = p(A) ·
p(B). Ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , Ak íàçûâàþòñÿ âçàèìíî íåçàâèñèìûìè, åñëè
äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ I ⊂ {1, 2, . . . , k} âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

p(∪i∈IAi) =
∏
i∈I

p(Ai).

Óïðàæíåíèå: äîêàæèòå, ÷òî åñëè íåêîòîðûå èç íàáîðà âçàèìíî íåçà-
âèñèìûõ ñîáûòèé çàìåíèòü íà èõ äîïîëíåíèÿ, òî íàáîð ñîáûòèé îñòàíåò-
ñÿ âçàèìíî íåçàâèñèìûì.

Îòìåòèì, ÷òî èç ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè íå ñëåäóåò âçàèìíîé.
Òèïè÷íûé ïðèìåð íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé � ñîáûòèÿ òèïà A × Ω2 è

Ω1 × B â ïðîñòðàíñòâå Ω1 × Ω2. Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå
íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ, òî ñîáûòèÿ, âûðà-
æàþùèåñÿ ÷åðåç íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñåìåéñòâà ýòèõ ïðîñòðàíñòâ, çàâåäî-
ìî íåçàâèñèìû. Íàïðèìåð, åñëè ìîíåòêà ïîäáðàñûâàåòñÿ äåñÿòü ðàç, òî
ñîáûòèé �ïåðâûå ïÿòü ðàç âûïàäåò îðåë� �â ñåäüìîé ðàç âûïàäåò ðåø-
êà� íåçàâèñèìû. Â îñíîâíîì íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ, êîòîðûå íàì áóäóò
âñòðå÷àòüñÿ, èìåþò èìåííî òàêóþ ïðèðîäó.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
Ôóíêöèÿ (îáû÷íî âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ), çàäàííàÿ íà âåðîÿòíîñòíîì

ïðîñòðàíñòâå, íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Âîîáùå ãîâîðÿ, òðåáó-
åòñÿ èçìåðèìîñòü ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî ñèãìà-àëãåáðû ñîáûòèé. Â êî-
íå÷íîì ñëó÷àå îá èçìåðèìîñòè ìîæíî íå äóìàòü.
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Ïðèìåðû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: êîëè÷åñòâî âûïàâøèõ îðëîâ ïðè ñòî-
êðàòíîì ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòêè, ñóììà ÷èñåë íà ãðàíÿõ òðåõ ïîäáðî-
øåííûõ êóáèêîâ, ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC, ãäå òî÷êè A,B, C ñëó÷àé-
íî è íåçàâèñèìî âûáèðàþòñÿ â åäèíè÷íîì êðóãå.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ìîæíî ñêëàäûâàòü, óìíîæàòü, âû÷èòàòü è äå-
ëèòü.

Âàæíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ åå ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ.

Åñëè X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî åå ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
E(X) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

∫
Xdµ, ãäå µ � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà òîì âå-

ðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, íà êîòîðîì çàäàíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X
(â ñëó÷àå, åñëè èíòåãðàë ñõîäèòñÿ). Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî âåðîÿòíîñòíîãî
ïðîñòðàíñòâà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå åñòü êîíå÷íàÿ ñóììà

∑
pixi, ãäå

pi � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíî xi.
Ïîëåçíûì ñâîéñòâî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ÿâëÿåòñÿ åãî ëèíåé-

íîñòü: E(αX + Y ) = αE(X) + E(Y ), ãäå α � ÷èñëî, X è Y � ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû.

Ïðîñòûì, íî ÷àñòî èñïîëüçóåìûì ñâîéñòâîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ×å-
áûøåâà

p(X ≥ a) ≤ E(x)/a, a > 0.

Îïðåäåëèì äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X êàê

D(X) = E
(
(X − E(x))2

)
= E(X2)− (E(X))2.

Äëÿ äèñïåðñèè íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà ïðèîáðåòàåò âèä

P (|X − E(x)| ≥ a) ≤ D(x)/a2.

Åñëè âûáðàòü ñëó÷àéíîãî ÷åëîâåêà, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáðàí-
íûé � ìóæ÷èíà, ÷óòü ìåíüøå ïîëîâèíû. Îäíàêî åñëè äîïîëíèòåëüíî
èçâåñòíî, ÷òî âûáðàííîãî ÷åëîâåêà çîâóò Ñåðåæà, òî ýòà âåðîÿòíîñòü
ñèëüíî ïîâûøàåòñÿ.

Ââåäåì ïîíÿòèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè.
Åñëè B � íåêîòîðîå ñîáûòèå òàêîå, ÷òî p(B) > 0, òî óñëîâíîé âåðî-

ÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ B íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

p(A|B) = p(A ∩B)/p(B).

Åñëè X � íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî åå óñëîâíûì ìàòåìàòè÷å-
ñêèì îæèäàíèåì îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ B ÿâëÿåòñÿ 1

p(B)

∫
B

Xdµ, ãäå µ
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� âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà (òî åñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå íà ìíîæåñòâå B). Â
êîíå÷íîì ñëó÷àå óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå åñòü

∑
p(X = xi|B)xi,

ãäå xi � âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
Åñëè âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ

ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé: Ω = tAi, òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà ïîëíîé
âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ B:

p(B) =
∑

p(B|Ai) · p(Ai).

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X èìååì

E(X) =
∑

E(X|Ai) · p(Ai).

Áîëåå ïîäðîáíîå çíàêîìñòâî ñ îñíîâàìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðåäëà-
ãàåòñÿ ïîëó÷èòü èç êàêîãî-íèáóäü ñòàíäàðòíîãî ó÷åáíèêà.

Ìû ïåðåéäåì ê ïðèìåíåíèþ âåðîÿòíîñòíûõ (ïîêà ÷òî ñîâñåì ýëåìåí-
òàðíûõ) ñîîáðàæåíèé â êîìáèíàòîðèêå.

Îäèí èç êëàññè÷åñêèõ ïðèìåðîâ � íèæíèå îöåíêè äëÿ ÷èñåë
Ðàìñåÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëîì Ðàìñåÿ R(n, k) íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå èç íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë N òàêèõ, ÷òî ïðè ëþáîé ïîêðàñêå ðåáåð N -âåðøèííîãî
ãðàôà â êðàñíûé è ñèíèé öâåòà íàéäåòñÿ ëèáî ïîëíûé n-âåðøèííûé ïîä-
ãðàô, âñå ðåáðàê êîòîðîãî îêðàøåíû â êðàñíûé öâåò (äàëåå êðàñíûé
n−âåðøèííèê), ëèáî ñèíèé k-âåðøèííèê. À ïðèîðè íå èçâåñòíî, ñóùå-
ñòâóåò ëè âîîáùå òàêîå N .

Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû äîêàæåì âåðõíþþ îöåíêó R(n, k) ≤ Cn−1
n+k−2

(â ÷àñòíîñòè, R(n, k) ñóùåñòâóåò). Èíäóêöèÿ ïî n è k. Áàçà n = 2 èëè
k = 2 î÷åâèäíà. Ïóñòü n, k ≥ 3. Ïîëîæèì N = Cn−1

n+k−2, N1 = Cn−1
n+k−3,

N2 = Cn−2
n+k−3. Çàìåòèì, ÷òî N = N1 +N2. Âûáåðåì â ãðàôå ñ N âåðøèíà-

ìè íåêîòîðóþ âåðøèíó v. Èç íåå âûõîäèò ëèáî N1 ñèíèõ ðåáåð, ëèáî N2

êðàñíûõ. Â ïåðâîì ñëó÷àå èç N1 êîíöîâ ýòèõ ñèíèõ ðåáåð ìîæíî âûáðàòü
ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ëèáî êðàñíûé n-âåðøèííèê, ëèáî ñè-
íèé (k − 1)-âåðøèííèê, êîòîðûé ïðè äîáàâëåíèè âåðøèíû v ñòàíîâèòñÿ
ñèíèì k-âåðøèííèêîì. Âòîðîé ñëó÷àé àíàëîãè÷åí, èíäóêöèîííûé ïåðå-
õîä çàâåðøåí.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè,

R(n, n) ≤ Cn−1
2n−2.
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Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà ðàñòåò ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëåé ñòåïåííîãî ðî-
ñòà êàê 4n (ïîñêîëüêó ýòî íàèáîëüøèé èç áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
Ck

2n−2, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 4n−1.)
Ïîëó÷èì ýêñïîíåíöèàëüíóþ íèæíþþ îöåíêó íà R(n, n).
Áóäåì ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî êðàñèòü ðåáðà ãðàôà ñ N (N âûáåðåì

ïîòîì) âåðøèíàìè â êðàñíûé è ñèíèé öâåòà ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ îáî-
èõ öâåòîâ (äëÿ îöåíêè R(n, k) ïðè n > k ñëåäóåò ÷àùå êðàñèòü ðåáðà â
êðàñíûé öâåò, ÷åì â ñèíèé). Îöåíèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàéäåòñÿ ïîë-
íûé îäíîöâåòíûé n-âåðøèííèê. Åñëè ýòà âåðîÿòíîñòü îêàæåòñÿ ìåíüøå
1, òî N < R(n, n). Äëÿ êàæäîãî n-âåðøèííèêà âåðîÿòíîñòü îêàçàòüñÿ
îäíîöâåòíûì ðàâíà 21−C2

n . Âñåãî n-âåðøèííèêîâ èìååòñÿ Cn
N . Òàê êàê

âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ íåñêîëüêèõ ñîáûòèé íå áîëüøå ñóììû èõ âå-
ðîÿòíîñòåé, ïîëó÷àåì íà èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü p íàëè÷èÿ îäíîöâåòíîãî
n-âåðøèííèêà îöåíêó

p ≤ Cn
N21−C2

n < (Nn/n!) · 21−C2
n .

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìåíüøå 1, åñëè

N < (n!)1/n2(n−1)/2−1/n.

Ïîñêîëüêó (n!)1/n âåäåò ñåáÿ ïðèìåðíî êàê n/e (ýòî îáñòîÿòåëüñòâî òóò íå
êëþ÷åâîå, â ãëàâíîì ðîñò îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì ìíîæèòåëåì), ïîëó÷àåì,
÷òî R(n, n) ≥ cn2n/2, ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Äëÿ êàêèõ λ âåðíà îöåíêà R(n, n) ≥ λn+o(n)? Ìû âûÿñíèëè, ÷òî ãî-
äèòñÿ
lambda =

√
2 è íå ãîäÿòñÿ λ > 4. Óñòðàíåíèå çàçîðà ìåæäó êîðíåì èç

äâóõ è ÷åòûðüìÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå âûçûâàþùèõ çàäà÷ êîìáè-
íàòîðèêè.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð îñíîâàí íà ëèíåéíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ.

Òóðíèðîì áóäåì íàçûâàòü ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô (ñ ïîìî-
ùüþ òàêèõ ãðàôîâ èçîáðàæàþòñÿ îäíîêðóãîâûå òóðíèðû áåç íè÷üèõ).

Íàïîìíèì, ÷òî ãàìèëüòîíîâûì ïóòåì â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå íà-
çûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå âåðøèíû ïî ðà-
çó. Êàê ìíîãî ìîæåò áûòü ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé â òóðíèðå ñ n âåðøè-
íàìè? Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé òóðíèð (â êîòîðîì ðåáðà îðèåíòèðóþòñÿ
íåçàâèñèìî ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ â òó èëè èíóþ ñòîðîíó). Âû÷èñëèì
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé â òàêîì ñëó-
÷àéíîì òóðíèðå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé ïåðåñòàíîâêè (x1, x2, . . . , xn)
âåðøèí òóðíèðà ïóòü x1 − x2 − · · · − xn ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 21−n. Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé
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âåëè÷èíû �ãàìèëüòîíîâîñòü äàííîé ïåðåñòàíîâêè�, ðàâíîé 1, åñëè ñîîò-
âåòñòâóþùèé ïóòü ãàìèëüòîíîâ è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñòü 21−n. Êîëè-
÷åñòâî ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé åñòü ñóììà óêàçàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì. Çíà÷èò, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà
ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé åñòü 21−n · n!. Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ òóðíèð,
ñîäåðæàùèé õîòÿ áû 21−n · n! ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé.

Ýòîò ðåçóëüòàò Ñåëå (1943) ìíîãîêðàòíî óïîìèíàåòñÿ êàê ïåðâîå èñ-
ïîëüçîâàíèå âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà â êîìáèíàòîðèêå.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð èíòåðåñåí òåì, ÷òî â íåì êàê íèæíèå, òàê è âåðõ-
íèå îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ìåòîäîì.

Ïàðà H = (V,E), ãäå V � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåðøèí, à E ⊂ 2V �
íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà V , íàçûâàåìûõ ãèïåððåáðà-
ìè, íàçûâàåòñÿ ãèïåðãðàôîì. Ãèïåðãðàô íàçûâàåòñÿ n-îäíîðîäíûì, åñëè
êàæäîå åãî ðåáðî ñîäåðæèò ðîâíî n âåðøèí. Ãîâîðÿò, ÷òî ãèïåðãðàô ÿâ-
ëÿåòñÿ 2-ðàñêðàøèâàåìûì, åñëè ìíîæåñòâî åãî âåðøèí ìîæíî ïîêðàñèòü
â äâà öâåòà òàê, ÷òîáû íå áûëî îäíîöâåòíûõ ðåáåð.

Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì m(n) ñóùåñòâóåò n-îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô,
íå ÿâëÿþùèéñÿ 2-ðàñêðàøèâàåìûì?

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî m(n) ≥ 2n−1:
Òåîðåìà. Ëþáîé n-îäíîðîäíûé ãèïåðãðàô ñ k < 2n−1 ãèïåððåáðàìè

ÿâëÿåòñÿ 2-ðàñêðàøèâàåìûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ ðàñêðàñêó â äâà öâåòà (âåð-

øèíû êðàñÿòñÿ íåçàâèñèìî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 â êðàñíûé è 1/2 â ñèíèé).
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåêîòîðîå ãèïåððåáðî ÿâëÿåòñÿ îäíîöâåòíûì, î÷å-
âèäíî ðàâíà 21−n. Ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü îáúåäèíåíèÿ ñîáûòèé íå ïðå-
âîñõîäèò ñóììû èõ âåðîÿòíîñòåé, ïîëó÷àåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ
îäíîöâåòíîãî ãèïåððåáðà íå ïðåâîñõîäèò k · 21−n < 1.

Îöåíêà íà m(n) òàêæå ïîëó÷àåòñÿ âåðîÿòíîñòíûìè ìåòîäàìè. Òîëüêî
òåïåðü ñëåäóåò ñëó÷àéíî âûáèðàòü ãèïåððåáðà è îöåíèâàòü âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî ïðè íåêîòîðîé ðàñêðàñêå íàéäåòñÿ îäíî-
öâåòíîå ðåáðî.

Çàôèêñèðóåì ìíîæåñòâî V , ñîäåðæàùåå v âåðøèí (çíà÷åíèå v áóäåò
âûáðàíî ïîçäíåå). Ïóñòü â íåêîòîðîé ðàñêðàñêå a âåðøèí èìåþò ñèíèé
öâåò è v−a � êðàñíûé. Òîãäà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííîå
ñðåäè âñåõ n-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ V ãèïåððåáðî ïðè ýòîé ðàñêðàñêå
îêàæåòñÿ îäíîöâåòíûì, ðàâíà

Cn
a + Cn

v−a

Cn
v

.

Ýòî âûðàæåíèå êàê ôóíêöèÿ îò a ñíà÷àëà óáûâàåò, à ïîòîì âîçðàñòàåò è
äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè a = [v/2]. Äàâàéòå ñ÷èòàòü v ÷åòíûì) Òîãäà ïî-
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ëó÷èì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîãî ãèïåððåáðà îêàçàòüñÿ îäíîöâåòíûì
äëÿ äàííîé ðàñêðàñêè íå ìåíüøå

p0 :=
2Cn

v/2

Cn
v

.

Âûáåðåì ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî m ãèïåððåáåð. Äëÿ êàæäîé ôèêñè-
ðîâàííîé ðàñêðàñêè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íè îäíî èç íèõ íå îäíîöâåò-
íî, íå áîëüøå ÷åì (1 − p0)

m. Êîëè÷åñòâî ðàñêðàñîê ðàâíî 2v, ïîýòîìó
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ êàêîé-òî ðàñêðàñêè íè îäíî èç m ñëó÷àéíî
âûáðàííûõ ãèïåððåáåð íå îäíîöâåòíî, íå áîëüøå ÷åì

2v(1− p0)
m.

Åñëè ýòà âåëè÷èíà ìåíüøå 1, òî ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ m ãè-
ïåððåáåð òàêîâû, ÷òî äëÿ âñÿêîé ðàñêðàñêè îäíî èç íèõ îäíîöâåòíî �
òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùèé ãèïåðãðàô íå 2-ðàñêðàøèâàåìûé.

Ïðèìåíèì îöåíêó 1 − p < e−p è ïîëó÷èì, ÷òî äîñòàòî÷íî âûáðàòü v
è m òàê, ÷òî 2ve−p0m < 1, òî åñòü

0 > v log 2−mp0 = v log 2− 2m
Cn

v/2

Cn
v

,

òàêèì îáðàçîì, íà èíòåðåñóþùóþ íàñ âåëè÷èíó m ïîëó÷àåì îöåíêó

m ≥ log 2

2
· v · Cn

v

Cn
v/2

.

Åñëè âûáðàòü v ïîðÿäêà n2, òî ïîëó÷åííàÿ îöåíêà íà m áóäåò ïîðÿä-
êà n22n (ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåñòè ñàìîñòîÿ-
òåëüíî).

Èòàê,
m(n) ≤ Cn22n.
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