
Çàíÿòèå 3.
Ëîêàëüíàÿ ëåììà Ëàñëî Ëîâàñà.

Åñëè ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , An âçàèìíî íåçàâèñèìû è âåðîÿòíîñòü êàæäîãî
ìåíüøå 1, òî ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ íè îäíî èç íèõ íå ïðîèñõî-
äèò.

Ëîêàëüíàÿ ëåììà Ëîâàñà (1975) îáîáùàåò ýòî íàáëþäåíèå íà ñëó÷àé
�íå ñèëüíî çàâèñèìûõ� ñîáûòèé è èìååò ìíîæåñòâî ïîä÷àñ íåîæèäàííûõ
ïðèìåíåíèé.

Äëÿ ñåìåéñòâà ñîáûòèé A1, A2, . . . , An ïîñòðîèì îðãðàô çàâèñèìî-
ñòåé ñëåäóþùèì îáðàçîì: âåðøèíàìè ýòîãî ãðàôà áóäóò ñîáûòèÿ Ai,
à ìíîæåñòâî ñîáûòèé N+(Ai), â êîòîðûå âåäóò ñòðåëêè èç ñîáûòèÿ Ai,
òàêîâî, ÷òî Ai íå çàâèñèò îò âñåõ ñîáûòèé, êðîìå ñîáûòèé, âõîäÿùèõ
â ìíîæåñòâî N+(Ai). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ B, âûðà-
æàåìîãî ÷åðåç ìíîæåñòâî ñîáûòèé {Aj, j /∈ N+(Ai)}, ñîáûòèÿ Ai è B
íåçàâèñèìû. ×åðåç Ā áóäåì îáîçíà÷àòü äîïîëíåíèå ñîáûòèÿ A.

Ëîêàëüíàÿ ëåììà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøëèñü òàêèå ÷èñëà xi ∈
(0, 1), ÷òî äëÿ âñåõ i âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî p(Ai) ≤ xi

∏
j∈N+(Ai)

(1−xj).
Òîãäà p(

⋂
Āi) ≥

∏
(1−xi) � â ÷àñòíîñòè, ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ

íè îäíî èç ñîáûòèé Ai íå ïðîèñõîäèò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: åñëè I =

I1 t I2, ãäå I1, I2 � ìíîæåñòâà èíäåêñîâ, òî

p

(⋂
i∈I

Āi

)
≥ p

(⋂
i∈I2

Āi

)
·
∏
j∈I1

(1− xj).

Äëÿ ïóñòîãî I2 ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî |I|. Åñëè
|I| = 1, òî ïðè I2 = I, I1 = ∅ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî, à ïðè I1 = I, I2 = ∅
èìååì p(Āi) = 1−p(Ai) ≥ 1−xi. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ ìíî-
æåñòâ èíäåêñîâ ìîùíîñòè ìåíüøå |I| è ëþáûõ èõ ïîäðàçáèåíèÿ íà äâà
ïîäìíîæåñòâà íåðàâåíñòâî èìååò ìåñòî. Äîêàæåì åãî äëÿ I. Ðàññìîòðèì
ñíà÷àëà ñëó÷àé |I1| = 1, I1 = {k}. Îáîçíà÷èì p(

⋂
i∈I2

Āi) = p0. Èìååì

p

(⋂
i∈I

Āi

)
= p0 − p

(⋂
i∈I2

Āi

⋂
Ak

)
≥ p0 − p


 ⋂

i∈I2\N+(Ak)

Āi

⋂
Ak


 =

p0 − p


 ⋂

i∈I2\N+(Ak)

Āi


 p(Ak) ≥ p0(1− xk).
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×òîáû ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, ïåðåïèøåì åãî
â ðàâíîñèëüíîì âèäå

p0xk ≥ p


 ⋂

i∈I2\N+(Ak)

Āi


 p(Ak).

Ýòî íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îöåíêè p(Ak) ≤ xk

∏
j∈N+(Ak)(1 − xj) è

èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ.
Ïóñòü òåïåðü I1 = {k} t I3, |I3| > 0. Èìååì

p

(⋂
i∈I

Āi

)
≥ p

( ⋂
i∈I2∪I3

Āi

)
(1− xk) ≥ p

(⋂
i∈I2

Āi

)
(1− xk)

∏
j∈I3

(1− xj),

÷òî è òðåáîâàëîñü (çäåñü ïåðâîå íåðàâåíñòâî óæå äîêàçàíî, à âòîðîå ñëå-
äóåò èç èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû òàêèì îáðàçîì çàâåðøåíî.
Çàìå÷àíèå. Êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà, âìåñòî íåçàâèñèìîñòè êàæ-

äîãî ñîáûòèÿ Ai îò ñîáûòèé, íå âõîäÿùèõ â N+(Ai) äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü
äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà I òàêîãî, ÷òî I

⋂
(N+(Ai) ∪ {i}) = ∅ îöåíêè

p

(
Ai|

⋂
j∈I

Aj

)
≤ xi

∏

j∈N+(Ai)

(1− xj).

Èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ èìåííî òàêàÿ âåðñèÿ ëîêàëüíîé ëåììû.
Â ñëó÷àå, êîãäà îöåíêè íà âåðîÿòíîñòè âñåõ ñîáûòèé ñîâïàäàþò, ïî-

ëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, èçâåñòíîå êàê
Ñèììåòðè÷íàÿ âåðñèÿ ëîêàëüíîé ëåììû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ep(d + 1) ≤ 1, êàæäîå ñîáûòèå Ai ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ íå áîëüøå,
÷åì p è èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü êàæäîãî ñîáûòèÿ â îðãðàôå çàâèñèìîñòåé íå
áîëüøå d. Òîãäà ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ íè îäíî ñîáûòèå Ai íå
ïðîèñõîäèò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì xi = x = 1/(d + 1). Òîãäà (1 − x)d ≥ 1/e
� ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà e. Òîãäà p ≤ x(1 − x)d,
òàê ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ëåììû.

Ïåðåéäåì ê ïðèìåíåíèÿì ëîêàëüíîé ëåììû.
Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü G � ãðàô, ñòåïåíè âñåõ êîòîðîãî íå áîëüøå d,

Pi � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà G òàêèå,
÷òî |Pi| > 2ed. Òîãäà ìîæíî âûáðàòü â êàæäîì Pi ïî âåðøèíå òàê, ÷òî
íèêàêèå äâå ñîåäèíåííûå ðåáðîì âåðøèíû íå âûáðàíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óìåíüøèì ïðè íåîáõîäèìîñòè íåêîòîðûå Pi òàê,
÷òîáû äëÿ âñÿêîãî i áûëî |Pi| = k := [2ed] + 1. Áóäåì âûáèðàòü âåðøèíû
xi ∈ Pi ñëó÷àéíî è íåçàâèñèìî. Êàæäîìó ðåáðó e = v1 − v2 ãðàôà G
ñîïîñòàâèì ñîáûòèå Ae: îáà êîíöà v1, v2 ýòîãî ðåáðà âûáðàíû. Î÷åâèäíî,
÷òî âåðîÿòíîñòü êàæäîãî òàêîãî ñîáûòèÿ íå áîëüøå, ÷åì 1/k2. Â ñëó÷àå,
åñëè êîíöû ðåáðà ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå Pi èëè îäèí èç íèõ
íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó Pi, âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0 è òàêèå ñîáûòèÿ ìû
äàëåå íå ðàññìàòðèâàåì. Äëÿ ðåáðà e = v1 − v2, äëÿ êîòîðîãî, ñêàæåì
v1 ∈ P1, v2 ∈ P2, ðàññìîòðèì âñå ðåáðà, âûõîäÿùèå èç âåðøèí ìíîæåñòâ
P1 è P2. Âñåãî áóäåò íå áîëåå, ÷åì 2kd− 2 òàêèõ ðåáåð (íå ñ÷èòàÿ ðåáðà
e). Çàìåòèì, ÷òî ñîáûòèå Ae íå çàâèñèò îò âñåõ äðóãèõ ñîáûòèé òèïà Ae′ ,
ãäå e′ � ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíû ìíîæåñòâ, îòëè÷íûõ îò P1 è P2.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðèìåíåíèÿ ñèììåòðè÷íîé âåðñèè ëîêàëüíîé ëåììû
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî e(2kd− 1)/k2 < 1, ÷òî èìååò ìåñòî.

Ïðèìåð. Ïóñòü çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäèò ïî ñòî ïðåäñòàâèòåëåé êàæ-
äîé èç n ñòðàí. Òîãäà ìîæíî âûáðàòü â êàæäîé ñòðàíå ïî ïðåäñòàâèòåëþ
òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâîå âûáðàííûõ íå ñèäåëè ðÿäîì.

Ïîêàæåì, êàê ëîêàëüíàÿ ëåììà ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ íèæíåé îöåí-
êè ÷èñåë Ðàìñåÿ.

Ïîïðîáóåì äîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì � æåëàòåëüíî êàê ìîæíî
áîëüøåì � k ïðè íåêîòîðîé ïîêðàñêå ðåáåð ïîëíîãî ãðàôà íà k âåð-
øèíàõ â êðàñíûé è ñèíèé öâåòà íå íàéäåòñÿ íè ñèíåãî òðåóãîëüíèêà,
íè êðàñíîãî ïîëíîãî ïîäãðàôà íà n âåðøèíàõ (ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî
R(3, n) ≥ k).

Áóäåì êðàñèòü ðåáðî â ñèíèé öâåò ñ âåðîÿòíîñòüþ p è â êðàñíûé ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1−p. Äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà ðàññìîòðèì ñîáûòèå �âñå
åãî ðåáðà ñèíèå�, à äëÿ êàæäûõ n âåðøèí ñîáûòèå �âñå ðåáðà ìåæäó
ýòèìè âåðøèíàìè êðàñíûå�. Ìû õîòèì, ÷òîáû ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿò-
íîñòüþ íè îäíî èç ýòèõ ñîáûòèé íå ïðîèçîøëî. Ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü
ëîêàëüíóþ ëåììó. Çàìåòèì, ÷òî äâà ñîáûòèÿ çàâèñèìû, åñëè ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ìíîæåñòâà èç òðåõ ëèáî n âåðøèí ïåðåñåêàþòñÿ õîòÿ áû ïî
äâóì ýëåìåíòàì. Òàê ÷òî êàæäîå �ñèíåå� ñîáûòèå çàâèñèò íå áîëüøå ÷åì
îò 3(k−3) ñèíèõ è Cn

k êðàñíûõ (ïîñëåäíåå ÷èñëî ìîæíî ÷óòü óìåíüøèòü,
íî ïîëüçû òàêîå óëó÷øåíèå íå ïðèíåñåò), êàæäîå êðàñíîå � íå áîëåå ÷åì
îò n2k/2 �ñèíèõ� è Ck

n êðàñíûõ. Òåïåðü äëÿ ïðèìåíåíèÿ ëîêàëüíîé ëåì-
ìû ñëåäóåò íàéòè ÷èñëà xi = x è yi = y òàêèå, ÷òî

p3 ≤ x(1− x)3k(1− y)Cn
k , (1− p)C2

n ≤ y(1− x)n2k/2(1− y)Cn
k .

Óòîìèòåëüíîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñëåäóåò áðàòü p = c1k
−1/2,

n = c2

√
k log k, x = c3k

−3/2, y = c4e
−√n log2 n.

3



Ýòî äàåò îöåíêó R(3, n) > cn2/ log2 n. Â äåéñòâèòåëüíîñòè R(3, n) ðàñ-
òåò êàê cn2/ log n, ÷òî áûëî âûÿñíåíî â ðåçóëüòàòå ìíîãîëåòíåãî òðóäà
ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ.

Ïåðåéäåì ê ñëåäóþùåìó ñþæåòó. Îí èíòåðåñåí òåì, ÷òî ëîêàëüíàÿ
ëåììà äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ðåçóëüòàòà ïðèìåíÿåòñÿ äâàæäû â ñîâåðøåííî
ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ.

Ëèíåéíûì ëåñîì íàçîâåì ãðàô, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè êî-
òîðîãî åñòü ïðîñòàÿ öåïü. Ëèíåéíàÿ äðåâåñíîñòü la(G) ãðàôà G åñòü
íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ëèíåéíûõ ëåñîâ, ïîêðûâàþùèõ âñå ðåáðà ãðàôà
G.

Ãèïîòåçà ëèíåéíîé äðåâåñíîñòè (Akiyama, Exoo è Harary, 1981) óòâåð-
æäàåò, ÷òî ëèíåéíàÿ äðåâåñíîñòü ëþáîãî d-ðåãóëÿðíîãî ãðàôà ðàâíà [d/2]+
1.

Íèæíÿÿ îöåíêà î÷åâèäíà, òðóäíîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêðûòü
ðåáðà ëþáîãî d-ðåãóëÿðíîãî ãðàôà òàêèì êîëè÷åñòâîì ëèíåéíûõ ëåñîâ.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ îðèåíòèðîâàííàÿ âåðñèÿ ãèïîòåçû ëèíåéíîé äðåâåñ-
íîñòè. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ëåñîì, åñëè êàæäàÿ
åãî êîìïîíåíòà (ñëàáîé) ñâÿçíîñòè åñòü îðèåíòèðîâàííàÿ öåïü. Ðàññìîò-
ðèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, â êîòîðîì ñòåïåíè èñõîäÿ è çàõîäà êàæ-
äîé âåðøèíû ðàâíû d � òàêèå îðãðàôû áóäåì íàçûâàòü d-ðåãóëÿðíûìè.
Îðèåíòèðîâàííàÿ ãèïîòåçà ëèíåéíîé äðåâåñíîñòè óòâåðæäàåò, ÷òî ðåá-
ðà d-ðåãóëÿðíîãî îðãðàôà ìîæíî ïîêðûòü d + 1 ëèíåéíûì ëåñîì (ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì ëèíåéíûõ ëåñîâ íå îáîéòèñü).

Íàçîâåì îðèåíòèðîâàííûì îáõâàòîì îðãðàôà äëèíó íàèìåíüøåãî îðè-
åíòèðîâàííîãî öèêëà â ýòîì îðãðàôå.

Äëÿ ãðàôîâ ñ áîëüøèì îðèåíòèðîâàííûì îáõâàòîì îðèåíòèðîâàííàÿ
ãèïîòåçà ëèíåéíîé äðåâåñíîñòè óñòàíàâëèâàåòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäå-
íèè:

Òåîðåìà. Åñëè îðèåíòèðîâàííûé îáõâàò g d-ðåãóëÿðíîãî îðãðàôà G
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó g > 8ed, òî la(G) = d + 1, òî åñòü äëÿ òàêîãî
ãðàôà âûïîëíÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííàÿ âåðñèÿ ãèïîòåçû ëèíåéíîé äðåâåñ-
íîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåì èçâåñòíûì ôàêòîì, ÷òî
ðåáðà îðãðàôà G ìîæíî ðàçáèòü íà d íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ
M1, M2, . . . , Md òàê, ÷òî äëÿ âñÿêîãî i ðåáðà ïîäìíîæåñòâà Mi îáðàçóþò
1-ðåãóëÿðíûé ïîäãðàô (òî åñòü Mi åñòü äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå öèê-
ëîâ). [Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç ëåììû î äåâóøêàõ. Ðàññìîòðèì íåîðè-
åíòèðîâàííûé äâóäîëüíûé ãðàô, äîëè êîòîðîãî åñòü äâå êîïèè ìíîæå-
ñòâà âåðøèí ãðàôà G. Ïðîâåäåì ðåáðî ìåæäó âåðøèíîé a ïåðâîé äîëè
è âåðøèíîé b âòîðîé äîëè, åñëè â ãðàôå G áûëî ðåáðî èç a â b. Ïîëó÷èì
d-ðåãóëÿðíûé äâóäîëüíûé ãðàô. Äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû
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î äåâóøêàõ, òàê ÷òî íàéäåòñÿ ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå. Â ãðàôå G
îíî ñîîòâåòñòâóåò 1-ðåãóëÿðíîìó ïîäãðàôó. Äàëüøå ïî èíäóêöèè.]

Êàæäûé öèêë â êàæäîì Mi ñîäåðæèò ïî ïðåäïîëîæåíèþ áîëüøå, ÷åì
8ed âåðøèí. Ðàññìîòðèì ãðàô ðåáåð íàøåãî îðãðàôà, â êîòîðîì âåðøè-
íàìè áóäóò ðåáðà îðãðàôà, è ñîåäèíåíû áóäóò ñìåæíûå ðåáðà. ßñíî, ÷òî
îí áóäåò (4d − 2)-ðåãóëÿðíûì. îòñþäà ïðèìåíÿÿ äîêàçàííîå íåñêîëüêî
âûøå ïðåäëîæåíèå ïîëó÷àåì, ÷òî ìîæíî âî âñåõ ýòèõ öèêëàõ âûáðàòü
ïî ðåáðó òàê, ÷òîáû íå áûëî ñìåæíûõ âûáðàííûõ ðåáåð. Îïðåäåëèì
Md+1 êàê (âîîáùå ãîâîðÿ, íåïîëíîå) ïàðîñî÷åòàíèå, îáðàçîâàííîå ýòèìè
öèêëàìè. Ïåðåîïðåäåëÿÿ Mi := Mi \ Md+1 äëÿ i = 1, 2, . . . , d ïîëó÷à-
åì òðåáóåìîå ïîêðûòèå ðåáåð ãðàôà G ëèíåéíûìè ëåñàìè â êîëè÷åñòâå
d + 1.

Ïóñòü G � d-ðåãóëÿðíûé îðãðàô. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ áåçóñëîâíîãî ðå-
çóëüòàòà î ëèíåéíîé äðåâåñíîñòè G íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî òàêæå èñïîëüçóåò ëîêàëüíóþ ëåììó:

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü 10
√

d < p < 20
√

d. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ðàñêðàñêà f : V (G) → {1, 2, . . . , k} âåðøèí ãðàôà G â öâåòà 1, 2, . . . , k,
äëÿ êîòîðîé ñîñåäè âñÿêîé âåðøèíû îêðàøåíû �ðàâíîìåðíî� � à èìåííî,
|N+(v)

⋂
f−1(i) − d/p| < 10

√
d/p log d è àíàëîãè÷íî äëÿ N(v) ïðè âñåõ

v ∈ V (G).
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîé ðàñêðàñêå óêà-

çàííûå ñîáûòèÿ î÷åíü âåðîÿòíû äëÿ êàæäîé âåðøèíû è ïðè ýòîì ñëàáî
çàâèñèìû â ñìûñëå ëîêàëüíîé ëåììû. Ïîäðîáíîñòè îïóñêàþòñÿ.

Âûáåðåì â óêàçàííîì èíòåðâàëå [10
√

d, 20
√

d] ïðîñòîå p. Îáîçíà÷èì
çà Ei ìíîæåñòâî òåõ îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð v1−v2 ãðàôà G, äëÿ êîòîðûõ
f(v2)− f(v1) ≡ i ïî ìîäóëþ p.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè i 6= 0 âñå îðèåíòèðîâàííûå öèêëû â ãðàôå, îáðàçî-
âàííîì ðåáðàìè Ei, èìåþò äëèíó, êðàòíóþ p. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûïîëíÿ-
þòñÿ óñëîâèÿ íà áîëüøîé îðèåíòèðîâàííûé îáõâàò, òàê ÷òî äëÿ êàæäîãî
i 6= 0 ïîêðîåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðà íå áîëåå ÷åì d/p+10

√
d/p log d+1

ëèíåéíûìè ëåñàìè, ïðè i = 0 ïîêðîåì ðåáðà ìíîæåñòâà E0 2d/p + o(d/p)
ëèíåéíûìè ëåñàìè (íàïðèìåð, òàê: ïîêðîåì d/p + o(d/p) 1-ðåãóëÿðíûìè
ãðàôàìè, êàæäûé èç êîòîðûõ ðàçäåëèì íà äâà ëèíåéíûõ ëåñà).

Ïîëó÷èì ïîêðûòèå âñåõ ðåáåð ãðàôà G ëèíåéíûìè ëåñàìè â êîëè÷å-
ñòâå d + o(d).

5


