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ôÒÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É ÚÅÒËÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ.
ëÏÎÓÐÅËÔ ÚÁÐÉÓÁÌ ä. ó. ðÁ×ÌÏ×.
íÅÓÔÏÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÅÄÍÅÔÁ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÚÄÁÎÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.
þÅÍ ÚÁÎÉÍÁÀÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ? äÁ×ÎÉÊ ÏÔ×ÅÔ: ÞÉÓÌÁÍÉ (ÁÌÇÅÂÒÏÊ) É ÆÉÇÕÒÁÍÉ (ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ). üÔÉ

Ä×Å ÎÁÕËÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÒÁÚÇÏ×ÁÒÉ×ÁÀÔ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. ðÏÔÏÍ ÐÏÑ×ÉÌÉÓØ ÓÍÅÖÎÙÅ ÎÁÕËÉ: ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. ïÎÁ ÎÁÞÁÌÁÓØ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ. éÄÅÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ æÅÒÍÁ ÚÁËÌÀÞÁÌÁÓØ ×
ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎÏ ÚÁÄÁ£Ô É ÐÏÉÓËÅ ÎÁ ÎÅÊ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË.

äÒÕÇÁÑ ÓÍÅÖÎÁÑ ÎÁÕËÁ: ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ. îÁÕËÕ ÜÔÕ ÐÒÉÄÕÍÁÌ ðÕÁÎËÁÒÅ. ðÕÁÎËÁÒÅ
ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÉÚÕÞÁÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÐÒÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÑÈ. éÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÏËÁÚÁÌÉÓØ
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ. ðÕÁÎËÁÒÅ ÐÒÉÄÕÍÁÌ, ÞÔÏ ÆÉÇÕÒÙ ÍÏÖÎÏ ÍÑÔØ.

ïÔËÕÄÁ ×ÏÏÂÝÅ ÂÅÒÕÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ? ïÔËÕÄÁ ×ÚÑÌÉÓØ ÞÉÓÌÁ? ëÁÍÅÛËÉ ÄÅÌÉÌÉ É
ÓÏÅÄÉÎÑÌÉ ÎÁ ËÕÞËÉ. ÷ÓÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÐÒÉÛÌÉ ËÁË ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÊ ÆÉÌÏÓÏ-
ÆÉÉ ÌÀÄÉ ÐÒÉÄÕÍÁÌÉ ÞÉÓÌÁ ËÁË ÏÂßÅËÔÙ ÓÞ£ÔÁ ËÁÍÅÛËÏ×, ÎÏ ÚÁÂÙÌÉ ÐÒÏ ÜÔÏ. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ É
ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ | ËÒÕÔÉÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ É ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÙ.

íÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÏÂÙÞÎÙÈ É ×ÅÌÉËÉÈ. ïÂÙÞÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÙ, ×ÙÄ×É-
ÇÁÀÔ ÇÉÐÏÔÅÚÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÐÒÅÍÉÉ. ÷ÅÌÉËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÐÒÉÄÕÍÙ×ÁÀÔ ÎÏ×ÙÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÉÇÒÙ (ÍÉÒÙ).
çÒÏÔÅÎÄÉË ÐÏÓÓÏÒÉÌÓÑ ÓÏ Ó×ÏÅÊ ÛËÏÌÏÊ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÏÎ ÏÔËÒÙÌ ÉÍ ÍÎÏÇÏ ÍÉÒÏ×, Á ÅÇÏ ÛËÏÌÁ ÎÅ ÚÁÈÏÔÅÌÁ
ÔÕÄÁ ÉÄÔÉ. ðÕÁÎËÁÒÅ ÔÏÖÅ ÐÒÉÄÕÍÁÌ ÎÏ×ÙÅ ÍÉÒÙ.

îÏ×ÙÅ ÍÉÒÙ | ÜÔÏ ÎÏ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÎÁ ÞÉÓÌÁ É ÆÉÇÕÒÙ.
þÔÏ ÔÁËÏÅ ÔÒÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ?
ôÒÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ | ÜÔÏ ×ÚÇÌÑÄ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ (É Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÐÏÌÑ),

ËÏÔÏÒÙÊ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÍÅÀÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ (1).
åÓÔØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÔÁËÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ (2). ôÒÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÐÒÅÄ-
ÌÁÇÁÅÔ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÔÁËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, É ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë (1) É ÓÏÄÅÒ-
ÖÁÔÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉ (2).

÷Ó£ ÜÔÏ ÉÍÅÅÔ ÆÉÚÉÞÅÓËÕÀ ÐÁÒÁÌÌÅÌØ: ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÔÅÏÒÉÉ
ÐÏÌÑ, Á ÔÒÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÐÅÒÔÕÒÂÁÔÉ×ÎÏÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÑ, Á ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ S-Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÒ: × ÔÅÏÒÉÉ ÓÔÒÕÎ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. õ ÜÔÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÒÉÍÁÎÏ×Á ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÇÒÁÆÕ.
ðÏÞÔÉ ×ÓÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÅÏÒÉÉ ÓÔÒÕÎ ×ÉÄÎÙ × ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÅÌÅ. á ÞÔÏ ÎÅ ×ÉÄÎÏ? ðÒÉÍÅÒ: × ÔÏÒÅ ÍÅÒÉÄÉÁÎ É
ÐÁÒÁÌÌÅÌØ ÎÅ ÏÔÌÉÞÉÍÙ. ðÒÉ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÉ ÔÏÒÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÉÅ. üÔÏ ÏÞÅÎØ ×ÁÖÎÏ.
ôÒÏÐÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÅÄÅÌ ÒÁÚÌÉÞÁÅÔ ÍÅÒÉÄÉÁÎ É ÐÁÒÁÌÌÅÌØ. ôÒÏÐÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÅÄÅÌ Ó×ÏÄÉÔ ÔÅÏÒÉÀ ÓÔÒÕÎ Ë
Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÑ. úÁÄÁÞÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÕÚÎÁÔØ ËÁËÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÑ ÐÒÉÛÌÉ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ
ÓÔÒÕÎ. ÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ, ËÁËÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÉÛÌÉ ÉÚ
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

ëÔÏ ÜÔÉÍ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ É ËÁËÉÅ ÔÅËÓÔÙ ÅÓÔØ? çÒÉÇÏÒÉÊ íÉÈÁÌËÉÎ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÎÅÄÏÐÉÓÁÎÎÁÑ
ËÎÉÇÁ ÎÁ ÓÁÊÔÅ É ÄÏËÌÁÄ ÎÁ ËÏÎÇÒÅÓÓÅ. Hannah Markwig, Õ ÎÅ£ ÎÁ ÄÏÍÁÛÎÅÊ ÓÔÒÁÎÉÃÅ ÅÓÔØ ÔÅËÓÔ.

þÔÏ ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ? ôÒÏÐÉÞÅÓËÉ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÕÞÅÂÎÉË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ðÏÞÔÉ ×ÓÅ
ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 3 ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ.

þÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ? íÙ ÈÏÔÉÍ Ï×ÌÁÄÅÔØ ÓÕÔØÀ ÐÒÅÄÍÅÔÙ. ûÌÉÆÏ×ËÏÊ ×ÚÇÌÑÄÏ× ÍÏÖÎÏ ÚÁ-
ÎÑÔØÓÑ ÐÏÔÏÍ. ÷ ËÏÎÃÅ ÂÕÄÕÔ ÏÔ 5 ÄÏ 10 ÎÅÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. á ÅÝ£ ÅÓÔØ ÚÅÒËÁÌØÎÁÑ (ÍÉÒÒÏÒ) ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ.
üÔÏ | ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÅÊ. óÌÅ×Á | ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ (ÜÎÕÍÅÒÁÔÉ×ÎÙÈ)
ÚÁÄÁÞ, Á ÓÐÒÁ×Á | ÔÅÏÒÉÑ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

ðÒÉÍÅÒ: ×ÏÚØÍ£Í n ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ ÔÏÞÅË É ÂÕÄÅÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÏ×ÁÔØ ÉÚ ÐÏ ÇÒÕÐÐÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ. ðÏÌÕ-
ÞÉÔÓÑ 1=n!. éÍÅÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

P
n t

n=n! = exp(t). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ (d=dt� 1) exp(t) = 0.
îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÅÛÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x+m = n, ÇÄÅ m É n | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ôÏÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ Ó ×ÅËÔÏÒÎÙÍÉ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑÍÉ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ë-ÔÅÏÒÉÑ. åÓÌÉ ÒÅÛÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
x2 = �1 É x2 = 2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ. åÓÌÉ ÒÅÛÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÁ
p2 = q × ÐÏÌÉÎÏÍÁÈ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÅ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ ÒÅÛÁÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
×ÉÄÁ p0 = p, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÕ. óÐÅÃÆÕÎËÃÉÉ ÒÁÓÛÉÒÑÀÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÏÌÉÎÏÍÏ× ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ

1



ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ÷ÓÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÎÙ × Å£ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ. ôÏÖÅ
ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÖÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

÷ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÜËÓÐÏÎÅÎÔÅ. ïÎÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÁ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ 2�i. üÔÏ | ÞÕÄÏ.
ðÒÉÍÅÒ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ äÅÄÅËÉÎÄÁ

Q
n>0(1�qn)�1 =

P
k ckq

k. úÄÅÓØ ck | ÞÉÓÌÏ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÂÉÔØ k ÎÁ
ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ. åÓÌÉ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ q�1=24 ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ �(�): q = exp(2�i�),
�(�1=�) = �(�)� .

÷ÏÐÒÏÓ: ËÁËÉÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ×ÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÈÏÒÏÛÏ, ËÁË ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ ÉÌÉ ÜÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ É
ËÁËÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ ÏÎÉ ÐÏÄÞÉÎÅÎÙ.

úÅÒËÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ | ÜÔÏ ÐÒÉÍÅÒ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ. ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË
ÚÒÅÎÉÑ ÏÎÁ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ
ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÃÉËÌÏ×, Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÏÒÉÉ ÐÅÒÉÏÄÏ×
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÅÒËÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

þÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÅÒÉÏÄ? ðÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÔÏÒ É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ Î£Í. ðÏ-
ÓÔÁ×ÉÍ ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÐÁÒÕ ÞÉÓÅÌ | ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÆÏÒÍÙ ÐÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ É ÍÅÒÉÄÉÁÎÕ. åÓÌÉ ÐÒÏÅËÔÉ×É-
ÚÉÒÏ×ÁÔØ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÅÓÑ ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÔÏÒÏ× × ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ. (æÏÒÍÁ ÎÁ ÔÏÒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.) îÏ ×ÓÑ
ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. îÁÄÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ, ËÁË ÇÒÕÐÐÁ, ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÂÁÚÉÓÙ (SL2(Z))
ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

á ÐÏÞÅÍÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ Ó×ÑÚØ? ðÏËÁ ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ. ïÄÉÎ ÏÔ×ÅÔ ÍÙ ÒÁÚÂÉÒÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ: ÔÅÏÒÉÑ ÇÏÌÏ-
ÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ | ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ËÏÎÆÏÒÍÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÌÑ ÔÉÐÁ á (× ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ), ËÏÔÏÒÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÑ ÔÉÐÁ â, ×
ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÔÅÏÒÉÑ ÐÅÒÉÏÄÏ×.

îÏ ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÏ. íÏÖÎÏ ÐÒÏÝÅ. åÓÔØ ÔÁËÁÑ ×ÅÝØ ËÁË ÔÒÏÐÉËÁÌÉÚÁÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÌØÎÏ
ÕÐÒÏÝÁÅÔ ÄÅÌÏ. ðÒÉ ÎÅÊ Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ËÏÎÆÏÒÍÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÌÑ ÔÉÐÁ á ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ ÍÅÈÁÎÉËÕ,
Á ÔÅÏÒÉÑ ÔÉÐÁ â ÐÅÒÅÊÄ£Ô × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÄÒÕÇÕÀ Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ ÍÅÈÁÎÉËÕ. íÅÖÄÕ ËÏÎÆÏÒÍÎÙÍÉ ÔÅÏÒÉÑÍÉ
ÐÏÌÑ ÓÔÏÑÌÁ ô-ÄÕÁÌØÎÏÓÔØ, Á ÍÅÖÄÕ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍÉ ÍÅÈÁÎÉËÁÍÉ ÓÔÏÉÔ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ æÕÒØÅ, ËÏÔÏÒÏÅ
ÐÒÏÝÅ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÚÁÎÉÍÁÔØÓÑ ËÏÎÆÏÒÍÎÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÏÌÑ. îÁ ÓÔÏÒÏÎÅ ÔÅÏÒÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÅÒÉÏÄÏ×
ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÙÅ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÐÏ âÁÒÁÎÎÉËÏ×Õ-ëÏÎÃÅ×ÉÞÕ.

óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍ ÉÄÅÑÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ
Ó ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÐÏÌÅÍ. åÓÌÉ ÅÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ
ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ.
äÅÆÏÒÍÁÃÉÑ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ | ÜÔÏ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÑ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ.

ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÎÁ ÔÏÒÅ T = C=(1; �). òÁÚÎÙÅ � ÄÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ. ìÕÞÛÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÁË ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÅ ÄÅÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ, Á ÄÅÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÎÁ Î£Í.

ðÒÉÞ£Í ÚÄÅÓØ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÍÅÈÁÎÉËÁ? õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ H =
fQ;Gg. ó×ÑÚØ Ó ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍÉ ÔÁËÁÑ: ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ Q.

þÔÏ ÖÅ ÔÁËÏÅ ÔÒÏÐÉÞÅÓËÉÊ ÍÉÒ?
ðÌÁÎ: (1) ôÒÏÐÉÞÅÓËÉÊ ÍÉÒ | ÂÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÙÅ ÎÁÂÒÏÓËÉ; (2) ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÁÑ ÎÁÕËÁ ÄÁÌØÛÅ-ÄÁÌØÛÅ-

ÄÁÌØÛÅ: ÚÁÐÒÅÔ çÒÏÍÏ×Á | ËÁË ÅÇÏ ÏÂÏÊÔÉ; ÔÒÏÐÉÞÅÓËÁÑ 2-ÚÅÒËÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ; ÓÕÐÅÒÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ
ñÎÇ-íÉÌÌÓ ËÁË ÉÚ×ÒÁÝÅÎÉÅ É ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÅ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ. õÉÔÔÅÎ ÐÉÛÅÔ ËÎÉÖËÕ ÐÒÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ
ñÎÇ-íÉÌÌÓ É ÓÕÐÅÒ-ìÅÎÇÌÅÎÄÓ. é ÐÏÞÅÍÕ ÔÅÏÒÉÑ ñÎÇÁ-íÉÌÌÓÁ ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ 1=k, Á ÔÅÏÒÉÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÔÉÐ k.

éÔÁË, ÂÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÙÅ ÎÁÂÒÏÓËÉ ÔÒÏÐÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÉÒÁ. ðÕÓÔØ Q ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ
� : Q� = Q + �V1 + �2V2. äÁÌÅÅ, �@ ! �@0 + ��1@ + �2�2@ + � � �. ÷Ó£ ÜÔÏ ÐÒÉÄÕÍÁÌ ëÏÄÁÉÒÁ. òÁÎØÛÅ
ÌÀÄÉ ÄÕÍÁÌÉ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ | ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ É ÄÅÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÌÉ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ.
á ëÏÄÁÉÒÁ ÓËÁÚÁÌ: ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ ÉÈ ËÁË ÇÌÁÄËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, É ÎÁ ÎÉÈ ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ
ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. îÏ ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ? ëÏÄÁÉÒÁ ÓËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÁ
ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ, ÔÏ ÔÁËÉÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÎÁÄÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÉÚÕÞÁÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ
ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÄÉÆÆÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. úÁ ÜÔÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ ÓÔÏÉÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. ïËÁÚÁÌÏÓØ,
ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ëÏÄÁÉÒÙ (�@ + ��@)2 = 0. á ÉÍÅÎÎÏ, �@ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ Q,
Á ÔÏ, ÞÔÏ ÐÏÄ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ | ÎÁ ÅÇÏ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÀ. ÷ ñÐÏÎÉÉ ÂÙÌÁ ÈÏÒÏÛÁÑ ÛËÏÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

÷ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ ÉÍÅÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ H = fQ� ; Gg. äÁÌÅÅ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ü×ÏÌÀ-
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ÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ exp(tH� ) = exp(tH0) +
R t

0 dt
0 exp((t � t0)H0)�fG;V1g exp(t0H0) + 2�1 R t

0
R t

0 dt
0dt00 exp((t �

t0)H0)fG;V1g exp((t0 � t00)H0)fG;V1g exp(t00H) + � � �. ïÔËÕÄÁ ÜÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ? éÍÅÅÍ: exp(tH� ) = f ,
(d=dt �H� )f = 0, (d=dt �H0 � �fV;Gg)f = 0, É, ÎÁËÏÎÅÃ, (L0 + �L1)(f0 + �f1 + � � �) = 0. äÅÌÁÅÍ ÔÁË,
ÞÔÏÂÙ L0f0 = 0. ôÅÐÅÒØ L0f1 = �L1f0. ëÁË ÒÅÛÉÔØ ÔÁËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ? ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÕÎËÃÉÉ çÒÉÎÁ:
f1(t) =

R
G(t; t0)(L1f0)(t0)dt0.

áÒÇÕÍÅÎÔ äÁÊÓÏÎÁ: Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ÜÌÅËÔÒÏÄÉÎÁÍÉËÁ ÎÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ ÐÏ e, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ e ÎÁ ie
ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓËÁÞÏË ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ Ñ×ÌÅÎÉÊ.

üËÓÐÏÎÅÎÔÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ × ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ, ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÅ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ.

Run away ÁÒÇÕÍÅÎÔ: ÂÅÒ£Í ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ÉÄ£Í ÐÏ ÎÅÍÕ É ÄÏÓÔÉÇÁÅÍ ËÒÁÑ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ×ÒÅÍÑ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ÷ÏÏÂÝÅ
ÇÏ×ÏÒÑ, ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ | ÎÅ ÒÑÄ, Á ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÛÅ ÒÅÛÅ-
ÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÒÑÄ, ÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ,
ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÔÒÏÐÉÞÅÓËÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÇÒÁÆÉË ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ (ÐÏÌÉÜÄÒ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÒÏÐÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ × ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÕÀ ÐÒÑ-
ÍÕÀ | ÜÔÏ ÇÒÁÆ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. òÁÎØÛÅ ÍÙ ÓÞÉÔÁÌÉ
ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ, Á ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÌÏÍÁÎÙÅ.

äÁÌØÛÅ-ÄÁÌØÛÅ-ÄÁÌØÛÅ. âÙÌ ÍÉÒ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ËÒÉ×ÙÈ. îÁ ÄÒÕÇÏÍ ËÏÎÃÅ ÂÙÌ ÍÉÒ
ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. íÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ×ÉÓÉÔ Ä×Á ÎÁÕÞÎÏ-ÐÏÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÛÌÁÇÂÁÕÍÁ
õÉÔÔÅÎÁ É ÏÄÉÎ ÎÁÕÞÎÙÊ ÛÌÁÇÂÁÕÍ çÒÏÍÏ×Á. ðÅÒ×ÙÊ ÛÌÁÇÂÁÕÍ õÉÔÔÅÎÁ (ÄÏ 1997 ÇÏÄÁ | ×ÔÏÒÏÊ
ÓÔÒÕÎÎÏÊ ÒÅ×ÏÌÀÃÉÉ) | ÔÅÏÒÉÑ ÓÔÒÕÎ ÜÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ×ÓÅÇÏ, Á ÚÁÞÅÍ ÎÕÖÎÙ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ. ÷ÔÏ-
ÒÏÊ ÛÌÁÇÂÁÕÍ õÉÔÔÅÎÁ: ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ Ô×ÉÓÔÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÕÐÅÒÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ
S-ÍÏÄÅÌÅÊ, É ÐÏÔÏÍÕ ÏÎÉ ÆÉÚÉÞÎÙ, Á ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÔÁË ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ, É
ÐÏÔÏÍÕ ÎÅÆÉÚÉÞÎÙ. ûÌÁÇÂÁÕÍ çÒÏÍÏ×Á: ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

òÁÚÂÅÒ£Í ÛÌÁÇÂÁÕÍ çÒÏÍÏ×Á. ÷ÌÏÖÉÍ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ × ÇÌÁÄËÉÅ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. ðÕÓÔØ � | ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ, X | ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, f : �! X É z:X ! Cd,
ÔÏÇÄÁ z � f : � ! Cd. õÓÌÏ×ÉÅ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ: �@z = 0. éÍÅÅÍ dimCX � dimC � � dim C(�) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É
dimCX �dim C(�) ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ dimC � > 1 ÉÍÅÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÞÅÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ. îÏ ÎÅ
×ÓÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ! üÔÏÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÇÌÁÄËÉÈ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ × ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. îÅÐÏÌÎÏÔÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ,
ÅÇÏ ÚÁÄÁÀÝÉÍ, ÅÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ÓÉÚÉÇÉÉ). ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÚÉÇÉÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍÉ (0; d � 1)-
ÆÏÒÍÁÍÉ !. ÷ ÓÌÕÞÁÅ d = 1 ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍ ÎÅÔ. óÉÚÉÇÉÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

R
! ^ �@z = 0.

ðÒÏÂÌÅÍÁ Ó ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÂßÑ×ÌÅÎÏ
ÎÅ ÆÉÚÉËÏÊ.

ëÏÎËÒÅÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: ÏÐÉÓÁÔØ ËÏÌØÃÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÊ ÎÅÐÏÌÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ × ÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ-
ÚÉÑÈ.

äÌÑ ÐÏÌÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ.
úÁÞÅÍ ÜÔÏ ÎÁÄÏ? ÷ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔ×ÅÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔÙÒ£ÈÍÅÒÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ

ÔÅÏÒÉÑ, ÌÏËÁÌÉÚÕÀÝÁÑÓÑ ÎÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.
þÔÏ ÔÁËÏÅ 2-ÚÅÒËÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ × ÔÒÏÐÉÞÅÓËÏÊ ×ÅÒÓÉÉ? òÁÎØÛÅ ÍÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÌÉ ÐÏ ÐÏÌÏÖÅ-

ÎÉÀ ÔÏÞÅË, Á ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍ ÐÏ ÇÒÁÆÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÄÏ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÇÒÁÆÙ æÅÊÎÍÁÎÁ. á
ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÔÒÏÐÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ? çÒÁÆÙ ÐÒÅ×ÒÁÔÑÔÓÑ × Ä×Å ÓÔÒÕÎÙ ÎÕÌÅÊ É ÐÏÌÀÓÏ×.

çÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �! X, ÇÄÅ ÎÁ X ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ G. ëÁË ÉÚÕÞÁÔØ ÉÎ×ÁÒÉ-
ÁÎÔÙ? óÔÒÏÉÍ ËÏÍÐÌÅËÓ ûÅ×ÁÌÌÅ É ÉÚÕÞÁÅÍ ÅÇÏ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ. òÅÚÀÍÅ: ÏÂÙÞÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ×
| ÜÔÏ ÔÏÞËÁ × X 
�G, Á ÎÁÛÁ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �! X 
�G | ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ Ó ÍÁÔÅÒÉÅÊ X.
óÌÅÄÕÅÔ ÉÚÕÞÁÔØ ÎÅ ÜÔÏ, Á ÐÒÑÍÙÅ ×ÅÝÉ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �! X.

óÎÁÞÁÌÁ ×ÓÐÏÍÎÉÍ ÔÏÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ.
íÎÏÇÉÅ ×ÅÝÉ ÌÀÄÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÐÏ ÒÁÚÎÏÍÕ. R | ÜÔÏ ÌÉÂÏ ÐÒÑÍÁÑ, ÌÉÂÏ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÏÔÒÅÚÏË. C�

| ÜÔÏ ÌÉÂÏ ÃÉÌÉÎÄÒ, ÌÉÂÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó ×ÙËÏÌÏÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÌÉÂÏ ÓÆÅÒÁ Ó Ä×ÕÍÑ ×ÙËÏÌÏÔÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ.
òÁÚÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. ëÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁÃÉÑ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅ× ÐÒÏ×Ï-

3



ÄÉÔÓÑ ÐÏ ÒÁÚÎÏÍÕ. îÁ ÓÆÅÒÅ ÈÏÒÏÛÏ ×ÉÄÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÎÏ ÐÌÏÈÏ ×ÉÄÎÏ ÐÏÌÅ ÆÕÎËÃÉÊ. îÁ ÃÉÌÉÎÄÒÅ
ÈÏÒÏÛÏ ×ÉÄÎÏ ÐÏÌÅ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÏ ÐÌÏÈÏ ×ÉÄÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ.

íÙ ÉÚÕÞÉÍ Ä×Á ×ÚÇÌÑÄÁ ÎÁ ÔÏÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ, Ä×Á ×ÚÇÌÑÄÁ ÎÁ ÔÒÏÐÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÅÄÅÌ É ÔÒÏÐÉ-
ÞÅÓËÉÊ ×ÚÇÌÑÄ ÎÁ ÐÒÑÍÙÅ × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ÜÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÒÉÍÅÒ). ôÏÒÉÞÅÓËÏÅ
ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ | ÜÔÏ ÏÄÉÎ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, Á ÔÒÏÐÉÞÅÓËÏÅ | ÎÅÓËÏÌØËÏ.

åÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÄÈÏÄÏ× Ë ÔÏÒÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑÍ. ïÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ | ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ
ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. íÙ ÅÇÏ ÉÚÕÞÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ. ÷ÏÏÂÝÅ, ÅÓÔØ Ä×Á ×ÚÇÌÑÄÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.
ïÄÉÎ ×ÚÇÌÑÄ | ×ÎÅÛÎÉÊ, ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ×ÌÏÖÅÎÏ × ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ ÌÅÇËÏ
ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ, ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ É ÄÒÕÇÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ. á ÅÓÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÐÏÄÈÏÄ.

íÙ ÎÁÞÎ£Í Ó ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ. ïÎ ÅÝ£ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌØÍÅÒÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ËÁÌÉÂÒÏ×ÏÞÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.
îÅÓÔÒÏÇÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: Ck=C�n. ëÁË C�n ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ Ck? óÎÁÞÁÌÁ ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×
ÓÌÕÞÁÅ n = 1. éÍÅÅÍ

P
i qiz

i@=@zi. ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ C�, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÃÅÌÙÅ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ:
zi ! �q

a
i
a zi. úÄÅÓØ q | ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. ðÕÓÔØ n = 2. ðÏÞÅÍÕ ÎÅÌØÚÑ ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ ÂÒÁÔØ

q = (1; 1)? çÒÕÐÐÁ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÁÑ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ. òÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ
× ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÒÂÉÔ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ U(1) � C�. äÁÌÅÅ, U(1) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÍÐÌÅËÔÉÞÅÓËÉ,
ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÆÏÒÍÕ ! = 2

p�1
P
i dz

i ^ d�zi. åÓÔØ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÉÁÎ Ha =
P
i q
a
i (zi�zi). ôÅÐÅÒØ ÎÁÛ ÏÂßÅËÔ

ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ: (Ha = �a)=(U(1))n.
îÁ Ck ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ R+. óÔÁÂÉÌØÎÙÅ ÏÒÂÉÔÙ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÍÏÍÅÎÔÏ×, ÎÅÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ ÎÅ

ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÅÓÔØ, ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.
ðÒÉÍÅÒ: C=C� = (jzj2 = �)=U(1), ÷ ÓÌÕÞÁÅ � > 0 ÉÍÅÅÍ ÔÏÞËÕ, × ÓÌÕÞÁÅ � < 0 ÉÍÅÅÍ ÐÕÓÔÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ C2=C� = (q1jz1j2+q2jz2j2)=(zi ! exp(iqi�)zi. ÷×ÅÄ£Í ÎÏ×ÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
xi = jzij2 = (ri)2. ðÒÉ ÜÔÏÍ xi � 0. ðÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

P
i q
a
i xi = �a É xi � 0. üÔÏ

| ×ÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË.
÷ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1 ÉÍÅÅÍ ÏÔÒÅÚÏË ÌÉÂÏ ÌÕÞ. ïÔÒÅÚÏË ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑ-

ÍÏÊ, Á ÌÕÞ | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÌÕÞ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ
ÎÁËÌÏÎÎÏÇÏ. ïÄÎÁËÏ Ó ×ÎÅÛÎÅÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÈ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ C3=C�. óÌÕÞÁÊ q = (1; 1; 1) ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ CP 2.
÷ÏÐÒÏÓ: ÐÏÞÅÍÕ ×ÓÅ (p; q; r)-ÓÉÍÐÌÅËÓÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ? ïÐÉÓÁÔØ ÉÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ.
úÁÄÁÞÁ: ÏÐÉÓÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ËÁË ËÏÍÐÁËÔÉÆÉËÁÃÉÀ Ë×ÁÄÒÁÎÔÁ ÏÔÒÅÚËÏÍ (ÔÏ ÅÓÔØ CP 1).
÷ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÉÍÅÅÍ C2, C�CP 1 É CP 2.
íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÐÏÓÌÅ ÒÁÚÄÕÔÉÑ: jz1j2 + jz2j2 � jz3j2 = �, ÇÄÅ (�1; �2; �3) �

(�1; �2; �3) + (�; �;��). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÐÒÏÅÃÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ C2. þÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÐÏÄÎÉÍÅÍ
ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÎÁ C2 ÄÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÍ ×ÙÛÅ.

òÁÚÄÕÔÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÅÚÁÎÉÀ ÕÇÌÁ.

íÙ ÏÂÓÕÄÉÌÉ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. ôÏÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ | ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ
ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÎÁÄ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ ×ÉÓÉÔ ÔÏÒ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉ,
ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ÔÏÞËÁ.

îÏ×ÙÊ ×ÏÐÒÏÓ: ËÁË ÐÏÇÒÕÚÉÔØ × ÔÏÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ËÒÉ×ÕÀ? ëÁË ÎÁÓÞ£Ô ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÐÏ-
ÇÒÕÖÅÎÉÊ? ðÅÒ×ÏÅ | ÁÎÁÌÏÇ ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ×ÔÏÒÏÅ | ÁÎÁÌÏÇ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ. îÁÄÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË
ÕÓÔÒÏÅÎÙ ×ÌÏÖÅÎÎÙÅ ÓÆÅÒÙ É ×ÌÏÖÅÎÎÙÅ ÒÉÍÁÎÏ×Ù ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÔÁÒÛÉÈ ÒÏÄÏ×.

ðÒÉ ×ÌÏÖÅÎÉÉ ÂÕÄÅÍ ×ÉÄÅÔØ ÇÒÁÆ, ÎÁÄ ËÁÖÄÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÉÓÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ,
Á ÎÁÄ ËÁÖÄÏÊ ×ÎÅÛÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ | ÔÏÞËÁ. ÷ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÑ: ÓÕÍÍÁ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÇÒÁÆÁ É ÒÏÄ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ? éÍÅÅÍ � = 1 � g | ÁÒÉÆÍÅÔÉ-
ÞÅÓËÉÊ ÒÏÄ.

òÁÚÒÅÖÅÍ ×Ó£ ÎÁ ÃÉÌÉÎÄÒÉËÉ, ÛÔÁÎÙ É ÛÌÑÐËÉ É ÐÒÉÐÉÛÅÍ ÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ 0, �1 É 1. óÌÏÖÉ×
ÉÈ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÜÊÌÅÒÏ×Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÎÙ Ä×Å ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. ëÁË ÐÏÓÞÉÔÁÔØ ÉÎÄÅËÓ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ? óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÄÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ ÎÁ Ò£ÂÒÁÈ. ëÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÒÁ-
ÆÏ× ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÏÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏ×, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ × ÇÒÁÆÅ. üÔÏ ×ÎÅÛÎÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ËÒÁÔÎÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÞÉÓÌÏ.
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óÔÅÐÅÎØ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × CP 2 | ÜÔÏ ÉÎÄÅËÓ Å£ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ ÍÅÒÓÅÄÅÓÏÍ. ëÁË Ó×ÑÚÁÎÁ
ÜÔÁ ÓÔÅÐÅÎØ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ? îÁÊÄ£Í ÉÎÄÅËÓ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÄÉ×ÉÚÏÒÁ ×
ÒÁÚÄÕÔÉÉ.

úÁÄÁÞÁ. òÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ × ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ jz1j2 + jz2
2 j� jz3j2 = 1. üÔÏ | ÔÏÔÁÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. õ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÂÙ×ÁÀÔ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ. éÎÄÅËÓ ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÃÉËÌÁ | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ
ÎÕÌÅÊ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÞÌÉ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÀÓÏ×. (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ O(1) ÄÌÑ CP 1.) îÁÊÔÉ ÉÎÄÅËÓ
ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ CP 1 × ÜÔÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. óÄÅÌÁÔØ ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ Ó ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÈÉÍÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÏ×.
óÄÅÌÁÔØ ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ CP 2. ðÏÎÑÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÏÔ×ÅÔÙ ÒÁÚÎÙÅ.

úÁÄÁÞÁ. ëÁË ÏÂÏÂÝÉÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ËÒÉ×ÙÈ × Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ
ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å? ïÂÏÂÝÉÔØ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÓËÌÅÊËÉ a + b + c = 0. ëÁË ËÏÎÞÁÀÔÓÑ
ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÁ ÇÒÁÎÑÈ? þÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ É ËÒÉ×ÏÊ?

õ ËÒÉ×ÏÊ ÂÙÌ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ Z� Z, Á Õ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ | ÂÉ×ÅËÔÏÒ × Z3.

íÙ ÉÚÕÞÉÌÉ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É ÐÏÇÏ×ÏÒÉÌÉ Ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÅÃÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÆ.
á ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÏÇÏ×ÏÒÉÍ ÐÒÏ ÁÎÁÌÏÇ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.

îÁÞÎ£Í Ó ÏÔ×ÅÔÁ. õ ÎÁÓ ÂÙÌ ÇÒÁÆ, Ò£ÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓËÒÁÛÉ×ÁÌÉÓØ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ.
áÎÁÌÏÇÏÍ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÂÕÄÅÔ ÇÒÁÆ, Ò£ÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ËÁË ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] × ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓËÏÒÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÁ×ÎÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎ-
ÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÒÅÂÒÕ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÍÕ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ôÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ
ÔÒ£ÈÍÅÒÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ É Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ × ÎÉÈ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ CP 2�CP 1. üÔÏ | ÐÒÉÚÍÁ. CP 1�CP 1 ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × CP 2�CP 1 ËÁË ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ
ËÎÉÖËÁ Ó ÔÒÅÍÑ ÌÉÓÔÁÍÉ. îÁÄ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÁÎÉÃÅÊ ×ÉÓÉÔ T 2 ×ÌÏÖÅÎÎÏÅ × T 3.

ðÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÌÅÀÔÓÑ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ ËÁË ËÎÉÖËÉ. þÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ? óÔÒÁÎÉÃÁ ËÏÎÞÁ-
ÅÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉ, ÅÓÌÉ a ^ b = 0, ÇÄÅ a | ÂÉ×ÅËÔÏÒ ÓÔÒÁÎÉÃÙ, Á b | ×ÅËÔÏÒ ÇÒÁÎÉ. ëÎÉÖËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ.

ðÏÞÅÍÕ ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ | ÜÔÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÄ? áÒÉÆ-
ÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÄ g =

P
k(�1)kh0;k, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ O.

á ÐÏÞÅÍÕ ×Ó£-ÔÁËÉ ÄÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ ÓËÏÒÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÕ ÎÁ ÒÅÂ-
ÒÅ? úÄÅÓØ É ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÒÏÐÉÞÅÓËÁÑ ÎÁÕËÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆÙ × CP 1 � CP 1. üÔÉ ÇÒÁÆÙ Ó×ÑÚÁ-
ÎÙ Ó ÇÒÁÆÉËÁÍÉ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆÉË w = (z � a1) � � � (z � an). h óÄÅÌÁ-
ÅÍ ÚÁÍÅÎÕ w = exp(!T =�h), É ÔÁËÉÅ ÖÅ ÚÁÍÅÎÙ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×. ðÏÌÕÞÁÅÍ
exp(!T =�h) = (exp(zT =hbar) � exp(a1;T =�h)) � � � (exp(zT =hbar) � exp(an;T =�h)). þÔÏÂÙ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÇÒÁÆÉË
ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÍÏÄÕÌÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÇÒÁÆÉË ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÍÏÄÕÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. ðÒÉ
ÕÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ �h Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ðÒÉ <zT > <aT ÉÍÅÅÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÐÒÉ
<zT < <aT ÉÍÅÅÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÐÒÉ <zT = <aT ÉÍÅÅÍ �1. çÒÁÆÉË ×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ÐÒÑÍÏÊ
ÕÇÏÌ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏ ÌÕÞÕ ×ÙÈÏÄÉÔ ÕÇÏÌ.

ðÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÎÁ ËÒÉ×ÙÅ. óËÏÌØËÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ CP 1 × CP 2 ÓÔÅÐÅÎÉ 1, 2 É 3? îÁÄÏ
ÏÐÉÓÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É ÏÂÒÁÚÙ ×ÌÏÖÅÎÉÑ. ôÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÒÅÍÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ÏÔ Ä×ÕÈ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÔÅÐÅÎÉ d. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 3(d+1)�1 = 3d+2. åÓÌÉ
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÂÒÁÚÙ ×ÌÏÖÅÎÉÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ 3d + 2 � 3 = 3d � 1, ÔÁË ËÁË ÍÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÐÏÒÑÄËÁ 2.

îÁ ËÁÒÔÉÎËÁÈ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ 1 ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ 2 ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÏÔ 5 ÐÁÒÁ-
ÍÅÔÒÏ×.

á ÔÅÐÅÒØ ÏÂÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ. ÷ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ Õ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÅÓÔØ ÒÏÓÔÏË
| ÅÇÏ ÔÒÏÐÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÅÄÅÌ. úÁÄÁÞÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÅÒÅÓÔÁ£Ô
ÂÙÔØ ÔÁËÏÊ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÔÒÏÐÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ. é ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ôÒÏÐÉÞÅÓËÉÊ ×ÚÇÌÑÄ: ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÏÂÝÅÇÏ
ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ×ÓÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, Á Õ ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÊ ÅÓÔØ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ.

÷ÏÐÒÏÓ: ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ËÒÉ×ÙÈ ÒÏÄÁ g × ÏÂ-
ÝÅÅ ÔÒÏÐÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÐÏÌÉÜÄÒÏ×, ÓËÌÅÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÐÏ ÐÏÌÉÜÄÒÁÍ
ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ÷ CP 2, × CPn, × ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÅ, × ÐÏÌÉÜÄÒÅ, × ÐÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÍ ËÏÍÐÌÅËÓÅ.
óÒÁ×ÎÉÔØ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÂ ÉÎÄÅËÓÅ, ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ (Ï Þ£Í?). òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÊ CP 1 × CPn | ÜÔÏ ÐÏÄÓÞ£Ô ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÐÏÌÉÎÏÍÏ×. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ � ! CPn | ÜÔÏ ÐÏÄÓÞ£Ô ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. (ôÅÏÒÅÍÁ
áÂÅÌÑ-ñËÏÂÉ.)
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èÏÔÉÍ ÕÚÎÁÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÒÏÐÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÒÏÄÁ g ÓÔÅÐÅÎÉ d. ïÎÏ ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉ-
ÞÅÓÔ×Õ ÎÏÇ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÏÂÁ×ÉÌÉ (n� 3)(1� g). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ áÂÅÌÑ-ñËÏÂÉ.
òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á Ò£ÂÅÒ ÏÓÔÏ×ÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÇÒÁÆÁ Ó ÏÂÒÅÚÁÎÎÙÍÉ ÎÏÇÁÍÉ (ÏÎÏ
ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÏÇ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÏÂÁ×ÉÌÉ 2g� 3), ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ n (ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ ÚÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ
ÔÒÁÎÓÌÑÃÉÉ ×Ï ×ÓÅÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ), É ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ (n � 1)g (ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÌÏÖÅÎÉÀ n � 1
ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ ÎÁËÌÏÎ ËÁÖÄÏÇÏ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÂÒÁ).

æÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ËÒÉ×ÏÊ ÒÏÄÁ g × n-
ÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË: ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÏÇ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÙÛÌÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ
ÄÏÂÁ×ÉÌÉ n(1�g)+(3g�3). úÄÅÓØ 3g�3 | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ. á ÞÔÏ ÚÎÁÞÁÔ Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ ÞÉÓÌÁ?

÷ÓÐÏÍÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÉÎÄÅËÓÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÊÌÅÒÏ×Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ E ÎÁ ËÏÍÐÌÅË-
ÓÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ Y : �(E) =

P
k(�1)kHk(E; Y ). éÍÅÀÔÓÑ ××ÉÄÕ ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÉ äÏÌØÂÏ. ëÁË Ó×ÅÓÔÉ

ÚÁÄÁÞÕ ÐÒÏ ÞÉÓÌÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÐÏÄÓÞ£ÔÅ ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ?
ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ë ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÞÅÍ ÉÎÙÍ, ËÁË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
ÓÅÞÅÎÉÊ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. éÔÁË, ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÞÉÓÌÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ
ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÏÇÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ. þÉÓÌÏ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ |
ÜÔÏ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ, ÜÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ H0(E; Y ). á ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ | ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓ-
ÔÉËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ ÚÁÄÁÞÉ, ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍ. çÒÏÔÅÎÄÉË ÇÏ×ÏÒÉÌ, ÞÔÏ
ÓÁÍÏÅ ÇÌÁ×ÎÏÅ | ÚÁÍÅÎÁ ÆÕÎËÔÏÒÁ ÎÁ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ.

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÅÇÏ ÉÎÄÅËÓ | ÒÁÚÎÏÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÚÎÉÃÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÑÄÒÁ É ËÏÑÄÒÁ.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÙÊ ËÌÁÓÓ þÖÅÎÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ
ÎÏÇ ÎÁÛÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ!

c1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ H2(X). þÔÏÂÙ ÅÇÏ ÕÚÎÁÔØ, ÎÁÄÏ ×ÚÑÔØ ÎÕÌÉ É ÐÏÌÀÓÁ ÓÅÞÅÎÉÑ ×ÎÅÛÎÅÇÏ
ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÑ ÓÔÁÒÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÍÅÅÍ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÕ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÞÉÓÌÁ ÎÏÇ | ÉÎÄÅËÓ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÁ ÏÂÒÁÚÁ Ó ÐÅÒ×ÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ þÖÅÎÑ.
÷ÏÐÒÏÓ: ÐÏÄÐÒÁ×ÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.
÷ÏÐÒÏÓ: ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÈÏÖÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, ÎÁÊÔÉ × ÎÉÈ

ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÄ, ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÄ ÒÁ×ÅÎ ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ, ÐÏÌÕÞÉÔØ
ÆÏÒÍÕÌÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÏÄÕÌÅÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ × n-ÍÅÒ-
ÎÙÊ ÔÏÒ? ÷ÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÒÁ×ÎÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÒÏÄÕ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. áÒÉÆ-
ÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÄ ÒÁ×ÅÎ

P
k(�1)kh0;k, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÊÌÅÒÏ×Á ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÕÞËÁ O. ïÎ ÏÐÒÅÄÅÌ£Î ÄÌÑ

×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ. äÌÑ ÒÉÍÁÎÏ×ÙÈ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÏÎ ÒÁ×ÅÎ 1 � g, ÇÄÅ g | ÞÉÓÌÏ ÒÕÞÅË. ÷ÁÖÎÏÓÔØ
ÔÒÏÐÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ×ÁÖÎÙÊ ÏÂßÅËÔ | ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÄ, ÒÁ×ÅÎ ÄÒÕÇÏÍÕ ×ÁÖ-
ÎÏÍÕ ÏÂßÅËÔÕ | ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÓÉÍÐÌÉÃÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ
×ÙÞÉÓÌÑÀÔ ÓÔÁÂÉÌØÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ | ÞÉÓÌÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÞÌÉ ÞÉÓÌÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. îÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÙ×ÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ!

÷ÏÐÒÏÓ: ëÁËÉÅ ÂÙ×ÁÀÔ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ? á ËÁË ÐÏÄÐÒÁ×ÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ?
ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ × ÔÏÒÙ ÐÒÉÑÔÎÙ ÔÅÍ, ÞÔÏ Õ ÎÉÈ ÎÅÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ.
÷ÏÏÂÝÅ, × ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÒÁ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ n dimT ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É m(dimT � 1) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. óÔÁÂÉÌØÎÁÑ

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ dimT (n �m) + m. ðÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ | ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÏÄ, ×ÔÏÒÏÊ | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ.

ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÐÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÙÈ ËÏÍÐÌÅËÓÏ× ÂÅÚ ÇÒÁÎÉ-
ÃÙ × ÔÏÒ?

ïÔËÕÄÁ ×ÏÏÂÝÅ ×ÚÑÌÉÓØ ÐÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ? õ ÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÊ ÂÙÌÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-
ÎÉËÉ, ÍÙ ÉÈ ÓÔÁÌÉ ÓËÌÅÉ×ÁÔØ.

óÞÉÔÁÅÍ:
P
k(dimT � k)(�1)knk = �dimT �Pk(�1)kknk. úÁÏÄÎÏ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔ-

ÒÁÎÓÔ×Á ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ.
ïÂÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÔÁËÏ×Á: �(�1)k�(T 1;0) =

�(�1)k(H0(T 1;0)�H1(T 1;0) +H2(T 1;0 � � � �). éÔÁË �(O) =
P
k(�1)knk, �(T 1;0) =

P
k(�1)kknk. ðÒÅÄ-

ÓËÁÚÁÎÉÅ: ÄÌÑ ÐÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÂÅÚ ÇÒÁÎÉÃÙ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ.

6



æÏÒÍÕÌÁ íÉÈÁÌËÉÎÁ: ck(X) =
P
s(�1)snsdimX�k. úÄÅÓØ nsp | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÒÁÎÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ p

ÏÓ£ÄÌÏÓÔÉ s. ïÓ£ÄÌÏÓÔØ | ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÇÒÁÎÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ÇÒÁÎØ.
÷ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÎÁÛÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ. õ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ: �(T 1;0)^2 =

P
k(�1)k(k(k � 1)=2)nk. üÔÏ

ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÏ 25 ÍÁÑ. ÷ÏÏÂÝÅ, ×ÓÅ ÜÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÌÁÓÓÙ þÖÅÎÑ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ
ÏÂ ÉÎÄÅËÓÅ.

á ÔÅÐÅÒØ ÅÝ£ ÎÁÄÏ ÏÂÏÂÝÁÔØ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ × ÄÒÕÇÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, × ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.

äÌÑ ×ÅÒÛÉÎ Ó ÏÓ£ÄÌÏÓÔÑÍÉ ÉÍÅÅÍ dimXn0
0 + (dimX � 1)n1

0 + (dimX � 2)n2
0 + � � � ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,

(dimX � 1)n0
1 + (dimX � 2)n1

1 + � � � ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, (dimX � 2)n0
2 � (dimX � 3)n1

2 + � � � ÓÉÚÉÇÉÊ. ÷ ÓÕÍÍÅ
ÉÍÅÅÍ �dimX ÐÌÀÓ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ (×ËÌÀÞÁÑ ÏÓ£ÄÌÏÓÔÉ), ÐÌÀÓ ÔÏ,
ÞÔÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÉÎÄÅËÓÅ.

úÁÄÁÞÁ: ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ × ÆÏÒÍÕÌÅ.
íÙ ÄÏÛÌÉ ÄÏ ÐÅÒÅÄÎÅÇÏ ËÒÁÑ!

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ × ÓÅÂÑ. óËÏÌØËÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÔÅÐÅ-
ÎÉ d ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ 2d+1 ÔÏÞÅË? ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ | 2d�2 ÔÏÞÅË. ðÕÓÔØ
P (z) = a0

z�a1
z�a2

z�a3
z�a4

� � � z�a2d�1
z�a2d

. ôÏÇÄÁ 1 =
R
A
Q

1�i�2d+1 �i(P (zi; a)� !i).
ïÂÙÞÎÙÊ ÍÉÒÒÏÒ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ×ÙÄÅÌÑÅÍ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÒÅÄÉ ÇÌÁÄËÉÈ.

ôÒÏÐÉÞÅÓËÉÊ ÍÉÒÒÏÒ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ×ÙÄÅÌÑÅÍ ÔÒÏÐÉÞÅÓËÉ-ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ (ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ)
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ × ÓÅÂÑ. ÷ÏÚÎÉ-
ËÁÀÔ Ä×Á ×ÏÐÒÏÓÁ: ËÁË ÉÍÉÔÉÒÏ×ÁÔØ ÌÏÍÁÎÙÅ É ËÔÏ ÔÁËÉÅ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÙÅ.

óÔ×ÏÌ | ÜÔÏ ÔÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÇÒÁÆÉËÁ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÁÒÔÉÎËÉ
É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ïÓÔÁÌØÎÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÔËÁÍÉ. úÄÅÓØ ÍÙ ×ÉÄÉÍ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÉÞÉÅ
ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍÉ É ÎÅÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.

ïÂÏÂÝ£ÎÎÁÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ �ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ� ÜÔÏ ×ÏÔ ÞÔÏ ÔÁËÏÅ: ÐÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÇÒÁÄÕÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, Ä×Á ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ Q É G�, ÇÄÅ Q | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ
ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Á G� | ×ÔÏÒÏÇÏ. íÙ ÉÝÅÍ ÔÁËÏÅ �, ÞÔÏ (Q = [G�;�])2 = 0, ÔÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ
ÏÂÏÂÝ£ÎÎÕÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÓÔÕËÔÕÒÕ. ðÒÉÍÅÒ: ÐÕÓÔØ ÅÓÔØ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔ-
ÒÉ×ÁÔØ ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÏ ÌÕÞÛÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÇÌÁÄËÉÅ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÏÐÅÒÁÔÏÒÏÍ äÏÌØÂÏ �@. îÏ
ÞÔÏÂÙ ÉÚÕÞÁÔØ ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÎÕÖÎÏ ÉÚÕÞÁÔØ ÎÅ ÁÌÇÅÂÒÕ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÁÌÇÅÂÒÕ ÐÏÌÉ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÏÌÅÊ. ðÏ
ÐÏÌÉ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ ÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÁÎÔÉËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ëÁË ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÔÏÒÉÞÅÓËÏÍÕ Ë ÔÒÏÐÉÞÅÓËÏÍÕ? þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÉÒÒÏÒ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏ-
ÇÏÏÂÒÁÚÉÑ, ÎÁÄÏ ××ÅÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÓÍÅÎÙ ÇÒÁÖÄÁÎÓÔ×Á.

úÁÄÁÞÁ: ÓÄÅÌÁÔØ ÍÉÒÒÏÒ ÄÌÑ ÐÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÁ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ CP 1.
îÁÕÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ | ÜÔÁ ÔÁ, ÚÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÌÕÞÁÅÛØ ÐÏ ÛÅÅ, Á ÐÒÅÓÔÉÖÎÁÑ | ÚÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÂÅÇÁÅÛØ É

ÐÏÌÕÞÁÅÛØ ÐÒÅÍÉÉ.
õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ëÏÄÁÉÒÙ-óÐÅÎÓÅÒÁ �@� + f�; �g = 0 ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÔÁË. óÎÁÞÁÌÁ ÉÝÅÍ �@�1 = 0, ÐÏÔÏÍ

�@�2 = f�1; �1g. þÔÏÂÙ ÏÎÏ ÒÅÛÁÌÏÓØ, ÐÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÏÌÖÎÁ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÎÕÌØ × ËÏÇÏÍÏÌÏÇÉÑÈ.
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