ôÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 3: ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ óÏÂÏÌÅŒÁ

3.1. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ H - ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ R, Á : H −→ R^{⩾0} ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ.

Á. (h) > 0, ÅÓÌÉ h ≠ 0.

Â. (–h) = |–|(h), ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ – ∈ R.

Œ. (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ) (h_1 + h_2) ⩽ (h_1) + (h_2)

ôÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ H. îÏÒÍÕ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ËÁË |v|.

úÁÄÁÞÁ 3.1. ðÕÓÔØ g : H ⊗ H −→ R - ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁÄ H. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ h −→ √ g(h; h) ÚÁÄÁÅÔ ÎÏÒÍÕ ÎÁ H. úÁÄÁÞÁ 3.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÎÏÒÍÏÊ ÎÁÄÅÌÅÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ d(a; b) = (a − b).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÎÏÒÍÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÍ, ÎÁ ÎÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ. âÁÚÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÛÁÒÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. åÓÌÉ H ÐÏÌÎÏ ËÁË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÔÏ (H; ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏŒÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. åÓÌÉ, Ë ÔÏÍÕ ÖÅ, ÚÁ- ÄÁÎÁ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ËÁË ÕËÁÚÁÎÏ ŒÙÛÅ, ÂÁÎÁÈÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙÍ. œ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁÄ C, Á ÍÅÔÒÉËÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÜÒÍÉÔÏŒÏÊ ÆÏÒÍÏÊ g : H ⊗ H −→ R.

úÁÄÁÞÁ 3.3. åÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÏÊ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÎÏÒÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ |x| = 1.

Á. [*] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÓÆÅÒÁ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÇÉÌØÂÅÒ- ÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÔÑÇÉŒÁÅÍÁ (ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÕÀ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Ó ÔÏÞËÏÊ).

printed: October 14, 2006 { 1 { íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ, v. 1.9, 12.10.2006

Â. [**] œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÎÏÒÍÏÊ?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.3. âÁÚÉÓÏÍ ÂÁÎÁÈÏŒÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ H ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ- ÂÏÒ S ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅËÔÏÒÏŒ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÉÈ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÒÁŒÎÏ H. åÓÌÉ, Ë ÔÏÍÕ ÖÅ, H ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ, Á ŒÅËÔÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏ- ÎÁÌØÎÙ, S ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ. åÓÌÉ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ S ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ 1, ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÔÏÒÅ T^n = R^n=Z^n, Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ |f|^2 = ∫ |f|^2 Vol T^n, ÇÄÅ Vol T^n - ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁ ÎÁ ÔÏÒÅ, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ Ó R^n. ïÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÚÁ L^2(T^n) ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅÍ ÉÚ C^∞(T^n) ÐÏ ÔÁËÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ Œ L^2(T^n): e^{2ß√−1 Pni=1 kiti}

ÇÄÅ {k_i ∈ Z} ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ŒÓÅ n-ËÉ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÌÀÂÁÑ ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ f = ∑ k_1;:::k_n∈Z^n

fi_{k1;:::kn} e^{2ß√−1 Pni=1 kiti}

ÇÄÅ fi_{k1;:::kn} - ÎÁÂÏÒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. üÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÑ- ÄÏÍ æÕÒØÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.4. ðÕÓÔØ V_1, V_2 - ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÎÏÒÍÏÊ. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ E : V_1 −→ V_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ |E(v)| |v| < C ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÇÏ v ∈ V_1.

úÁÄÁÞÁ 3.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÉÚ V_1 Œ V_2 ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÅÐÒÅÒÙŒÅÎ Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÏÊ.

printed: October 14, 2006 { 2 { íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ, v. 1.9, 12.10.2006

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÏŒÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ ÔÅÒÍÉÎ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑ- ÀÔ ËÁË ÓÉÎÏÎÉÍ Ë ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

úÁÄÁÞÁ 3.6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ E −→ R^{¿0} ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ E(V_1; V_2) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏŒ ÉÚ V_1 Œ V_2

E −→ sup_{v∈(V1 \0)}

|E(v)| v Á. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÏÒÍÁ

Â. [!] ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒa V_1, V_2 ÂÁÎÁÈÏŒÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E(V_1; V_2) ÔÏÖÅ ÂÁÎÁÈÏŒÏ.

Œ. [*] ðÕÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ V_1, V_2 ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÙ. âÕÄÅÔ ÌÉ E(V_1; V_2) ÇÉÌØ- ÂÅÒÔÏŒÙÍ?

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÎÏÒÍÏÊ - ÜÔÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÔÏÞÅË v ∈ V ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ |v| ⩽ 1 ("ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ") ÉÌÉ |v| < 1 ("ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ"). "ûÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ r" Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÎÏÒÍÏÊ - ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË v ∈ V ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ |v| ⩽ r ÉÌÉ |v| < r. "ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ" - ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÒÅ. œ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÇÏŒÏÒÉÔØ ÔÁË: "ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÜÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ".

úÁÄÁÞÁ 3.7.

Á. ðÕÓÔØ V - ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ÎÏÒÍÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ Œ V ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ËÏÍÐÁËÔÅ.

Â. [*] ôÅÏÒÅÍÁ òÉÓÓÁ (Riesz). äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏ ÖÅ ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ Œ ËÏÍÐÁËÔÅ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÒÅ- ËÏÍÐÁËÔÎÙÍÉ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.5. ðÕÓÔØ V_1, V_2 - ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Ó ÎÏÒÍÏÊ. ïÐÅÒÁÔÏÒ E; V_1 −→ V_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ- ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÅËÏÍÐÁËÔÅÎ.

printed: October 14, 2006 { 3 { íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ, v. 1.9, 12.10.2006

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.6. çÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØ- ÎÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.

úÁÄÁÞÁ 3.8 (*). ðÕÓÔØ H - ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ H ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÌÏÔÎÏÅ ÓÞÅÔ- ÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

úÁÄÁÞÁ 3.9. ðÕÓÔØ H - ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, {z_i}; i = 0; 1; 2; :::

ÅÇÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, Á K : H −→ H ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ z_i Œ ¸_iz_i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ lim |¸_i| = 0.

úÁÄÁÞÁ 3.10 (*). ðÕÓÔØ A : H −→ H - ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, Á B_1 - ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Œ H. äÌÑ ËÁËÉÈ A ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ A(B_1) ËÏÍÐÁËÔÅÎ? úÁÄÁÞÁ 3.11 (!). ðÕÓÔØ E; V_1 −→ V_2 - ÂÉÅËÔÉŒÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C_1; C_2, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ C_1|v| < |å(v)| < C_2|v|;

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V_1.

úÁÄÁÞÁ 3.12. ðÕÓÔØ E = E_1 + K - ÂÉÅËÔÉŒÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÁ- ËÏÊ, ÞÔÏ E_1 ÜÔÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á K ËÏÍÐÁËÔÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ E - ÔÏÖÅ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.7. ðÕÓÔØ V - ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ), Á | |_1, | |_2 - ÄŒÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ H. ïÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ (H; | |_1) −→ (V; | |_2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 3.13 (*). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ŒÓÅ ÎÏÒÍÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

printed: October 14, 2006 { 4 { íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ, v. 1.9, 12.10.2006

3.2. óÏÂÏÌÅŒÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.8. ðÕÓÔØ f : R^n −→ R - ÇÌÁÄËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ËÏÍÐÁËÔ- ÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ

P_ff =

@^{k1} @x^{k1}_1

@^{k2} @x^{k2}_2 ::: @^{kn} @x^{kn}_1 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÞÁÓÔÎÕÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ f

P_ff(f) =

@^{k1} @x^{k1}_1

@^{k2} @x^{k2}_2 ::: @^{kn} @x^{kn}_1 f s-Ñ ÓÏÂÏÌÅŒÓËÁÑ ÎÏÒÍÁ |f|_s ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:

|f|^2_s = ∑ deg P_ff⩽s ∫ |P_ff(f)|^2 Vol

ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ ŒÓÅ ÍÏÎÏÍÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ ÎÕÌÑ ÄÏ s, Á Vol = dx_1 ∧ dx_2 ∧ :::dx_n - ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÏÂSSÅÍÁ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÉÌÉÎÅÊ- ÎÁÑ, ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÆÕÎËÃÉÊ; ÅÅ ËÏÒÅÎØ É ÚÁÄÁÅÔ ÓÏÂÏÌÅŒÓËÕÀ ÎÏÒÍÕ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ŒÍÅÓÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÅÒÅÔÓÑ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ F Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ. óÏÂÏÌÅŒÓËÁÑ ÎÏÒÍÁ ÎÁ ÓÅÞÅÎÉÑÈ F ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁ- ÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ, ÇÄÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÔÒÉ- ŒÉÁÌÉÚÁÃÉÉ, Á | |^2 ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ F .

úÁÄÁÞÁ 3.14. EÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R^n −→ T^n ÉÚ R^n Œ ÔÏÒ ÉÎSSÅË- ÔÉŒÎÏ ÎÁ ÛÁÒÅ B ÒÁÄÉÕÓÁ 1=2. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Œ B ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ T^n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄ æÕÒØÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f: f = ∑ k_1;:::k_n∈Z^n

fi_{k1;:::kn} e^{2ß√−1 Pni=1 kiti}

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

|f|^2_s = ∑ k_1;:::k_n∈Z^n ( |fi_{k1;:::kn} |^2 n∑ i=1 (1 + k^2_i + k^4_i + ::: + k^{2s}_i )

úÁÄÁÞÁ 3.15. (ìÅÍÍÁ òÅÌÌÉÈÁ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ L^2_s(R^n) −→ L^2_{s−i}(R^n) ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÛÁÒÅ B ⊂ R^n, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i > 0.

printed: October 14, 2006 { 5 { íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ, v. 1.9, 12.10.2006

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ

úÁÄÁÞÁ 3.16. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÑÄ æÕÒØÅ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t, ∑ k∈Z fi_ke^{2ß√−1kt} (3.1)

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ∑ k∈Z k^{2+2l}|fi_k|^2 ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (3.1) ÓÈÏÄÉÔ- ÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ ËÌÁÓÓÁ C^l (l-ËÒÁÔÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ).

úÁÄÁÞÁ 3.17. ðÕÓÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ æÕÒØÅ ∑ k_1;:::k_n∈Z^n

fi_{k1;:::kn} e^{2ß√−1 Pni=1 kiti} (3.2)

ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ k_1;:::k_n∈Z^n ( |fi_{k1;:::kn} |^2 ∑ k^{n2 +1}_i )

ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (3.2) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ( ∑ k_1;:::k_n∈Z^n

|‚_{k1;:::kn} | ∑ k^{n2 +1}_i

)_2 ⩽ ( ∑ k_1;:::k_n∈Z^n

|‚_{k1;:::kn} |^2) )_2( ∑ k_1;:::k_n∈Z^n 1 ∑ k^{n+2}_i ) )_2

ËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ |(a; b)|^2 < |a|^2|b|^2, ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÏÇÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

úÁÄÁÞÁ 3.18 (!). ðÕÓÔØ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÑÄÁ æÕÒØÅ f = ∑ k_1;:::k_n∈Z^n

fi_{k1;:::kn} e^{2ß√−1 Pni=1 kiti}

ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ∑ k_1;:::k_n∈Z^n

|fi_{k1;:::kn} |^2 n∑ i=1 k^{n2 +1+l} i ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ C^l(T^n).

printed: October 14, 2006 { 6 { íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ, v. 1.9, 12.10.2006

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

úÁÄÁÞÁ 3.19 (!). (ìÅÍÍÁ óÏÂÏÌÅŒÁ) ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_i} ÇÌÁÄ- ËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Œ ÛÁÒÅ B ⊂ R^n, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÏÂÏÌÅŒ- ÓËÏÊ ÎÏÒÍÅ L^2_s(R^n), ÐÒÉÞÅÍ s > l +^n_2 . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {f_i} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ L^2_s(R^n)-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Ë ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ C^l(R^n).

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.

3.3. óÏÂÏÌÅŒÓËÉÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.9. ðÕÓÔØ F - ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ÎÁ M, Á g - ÍÅ- ÔÒÉËÁ ÎÁ M (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÌÏÓËÁÑ). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÏÂÏÌÅŒÓËÕÀ ÎÏÒÍÕ, ÁÓÓÏÃÉÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÓÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ É ÍÅÔÒÉËÏÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

|f|^2_s = s∑ i=0 ∫ |∇^if| Vol ÇÄÅ ∇^i : F −→ F ⊗ ~^1M ⊗ :::

i ÒÁÚ

i-Ñ ÓÔÅÐÅÎØ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ (ÓÍ. ÌÉÓÔÏË "ôÅÏÒÉÑ èÏÄÖÁ 2") Á |·| - ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ F ⊗ ~^1M ⊗ :::

i ÒÁÚ

, ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ M

É F . óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ L^2_s(F ). åÓÌÉ M = R^n, Á ÓŒÑÚÎÏÓÔØ ÎÁ F ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ, ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÉŒÅÄÅÎÎÙÍ ŒÙÛÅ.

úÁÄÁÞÁ 3.20. ðÕÓÔØ F - ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÎÁ R^n, ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ ÎÅ- ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ,^1| |^2_s - ÍÅÔÒÉËÁ óÏÂÏÌÅŒÁ, ÓŒÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÔÒÉŒÉ- ÁÌØÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ÎÁ F , Á^2| |^2_s - ÍÅÔÒÉËÁ, ÓŒÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÅÞÅÎÉÊ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Œ ÛÁÒÅ B ⊂ R^n,

2|f|^2_s =^1|f|^2_s + C^1|f|^2_{s−1}

ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÏÒÍÕ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÎÁ F .

printed: October 14, 2006 { 7 { íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ, v. 1.9, 12.10.2006

úÁÄÁÞÁ 3.21. ðÕÓÔØ F - ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÅ ÓÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔØÀ ÎÁ M, g_1; g_2 - ÍÅÔÒÉËÉ ÎÁ T M,^1| |^2_s,^2| |^2_s - ÎÏÒÍÙ óÏÂÏÌÅŒÁ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó g_1, g_2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÅÞÅÎÉÊ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Œ ËÏÍÐÁËÔÅ B ⊂ M, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

C_2^1|f|^2_s ⩽^2|f|^2_s ⩽ C_1^1|f|^2_s

ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C_1; C_2 ŒÙÂÒÁÎÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ Œ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ B ÉÍÅÌÏ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

C_2|T |_{g1} ⩽ |T |_{g2} ⩽ C_1|T |_{g1}

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÅÎÚÏÒÁ T ÎÁÄ ~^1(M) ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ s.

úÁÄÁÞÁ 3.22 (!). œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁ R^n ÓÏÂÏÌÅŒÓËÉÅ ÎÏÒÍÙ ÎÁ F , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÐÏ ÓŒÑÚÎÏÓÔÉ ÎÁ F É ÒÉÍÁÎÏŒÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ ÎÁ R^n, ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙ.

úÁÄÁÞÁ 3.23 (!). (ìÅÍÍÁ òÅÌÌÉÈÁ) ðÕÓÔØ M - ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁ- ÚÉÅ. ôÏÇÄÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ŒÌÏÖÅÎÉÅ L^2_s(F ) −→ L^2_{s−i}(F ) ËÏÍÐÁËÔÎÏ, ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ i > 0.

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÌÅÍÍÏÊ òÅÌÌÉÈÁ ÄÌÑ R^n.

úÁÄÁÞÁ 3.24 (*). œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ?

úÁÄÁÞÁ 3.25 (!). ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f_i} ÇÌÁÄËÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ F ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ M ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÏÂÏÌÅŒÓËÏÊ ÎÏÒÍÅ L^2_s(F ), ÐÒÉ- ÞÅÍ s > l+^n_2 . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ {f_i} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Œ L^2_s(M)-ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ Ë ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ C^l(M).

õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÌÅÍÍÏÊ óÏÂÏÌÅŒÁ ÄÌÑ R^n.

úÁÄÁÞÁ 3.26 (*). œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ?

úÁÄÁÞÁ 3.27 (!). ðÕÓÔØ D : F −→ G - ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÐÏÒÑÄËÁ i ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ L^2_s(F ) Œ L^2_{s−i}(G).

úÁÄÁÞÁ 3.28 (*). œÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ?

printed: October 14, 2006 { 8 { íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ, v. 1.9, 12.10.2006

úÁÄÁÞÁ 3.29 (!). ðÕÓÔØ ∈ L^2_s(F ) ÌÅÖÉÔ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ŒÓÅÈ L^2_s(F ), ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ s ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ^s_i , ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë Œ L^2_p(F ), ÄÌÑ ŒÓÅÈ p ⩽ s. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ _i ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ, ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë Œ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÇÌÁÄËÏÊ, L^2-ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 3.30 (*). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ L^2_s(C^∞M) ÚÁ L^2_s(M). ðÕÓÔØ x ∈ M ÔÏÞËÁ, Á L^2_s(M)_x - ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ∈ L^2_s(M) Ó ÎÏÓÉ- ÔÅÌÅÍ Œ x, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÔÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÞÔÏ ( ; v) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ v, ÚÁÎÕÌÑÀÝÅÊÓÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x. îÁÊÄÉÔÅ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ L^2_s(M)_x.

úÁÄÁÞÁ 3.31. ðÕÓÔØ D_1, D_2 : F −→ F - ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ ÐÏÒÑÄËÁ i; j ÎÁ ÒÁÓÓÌÏÅÎÉÉ F ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒ [D_1; D_2] : L^2_s(F ) −→ L^2_{s−i−j}(F ) ËÏÍÐÁËÔÅÎ.

printed: October 14, 2006 { 9 { íÉÛÁ œÅÒÂÉÃËÉÊ, v. 1.9, 12.10.2006