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Ïðåäñòàâëåíà Ìàðñåëåì Áåðæå

Àííîòàöèÿ. Óæå äàâíî áûëî âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî çàìêíóòàÿ âû-
ïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2

+, ãëàâíûå êðèâèçíû K1 è K2 êîòîðîé óäîâëå-
òâîðÿþò íåðàâåíñòâó (K1 − c)(K2 − c) ≤ 0 ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c, îáÿ-
çàíà áûòü ñôåðîé. ×àñòíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû À.Ä.Àëåêñàíäðîâûì,
Õ.Ô.Ìþíöíåðîì è Ä.Êîóòðîóôèîòèñîì.

Ìû ïåðåôîðìóëèðóåì ýòó ãèïîòåçó â òåðìèíàõ åæåé è ñòðîèì êîíòðïðèìåð.
Êðîìå òîãî, ìû äîêàçûâàåì ýòó ãèïîòåçó äëÿ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé øèðèíû
è äàåì íîâîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé.

1. Ââåäåíèå Óæå äàâíî áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà, ÷òî ëþáàÿ âûïóêëàÿ çà-
ìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2

+ (ò.å. êëàññà C2 ñ ãàóññîâîé êðèâèçíîé > 0),
ãëàâíûå êðèâèçíû K1 è K2 êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (K1− c)(K2−
c) ≤ 0 ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c, ñ íåîáõîäèìîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé. Äëÿ
àíàëèòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ýòî áûëî óñòàíîâëåíî À.Ä.Àëåêñàíäðîâûì [1,2] è
Õ.Ô.Ìþíöíåðîì [7]. Ýòà ãèïîòåçà òàêæå ïðîâåðåíà äëÿ ïîâåðõíîñòåé âðàùåíèÿ
[6] è äëÿ áîëåå îáùåãî êëàññà ïîâåðõíîñòåé, ó êîòîðûõ îäíà èç îðòîãîíàëüíûõ
ïðîåêöèé ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ [3].

Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ìû ïåðåôîðìóëèðóåì ýòó ãèïîòåçó â òåðìèíàõ åæåé
è ñòðîèì êîíòðïðèìåð. Ïîíÿòèå åæà ñëóæèò îáîáùåíèåì ïîîíÿòèÿ âûïóêëîãî
òåëà êëàññà C2

+. Êàæäîìó âûïóêëîìó òåëó K ⊂ Rn+1 ñîïîñòàâëÿåòñÿ îïîðíàÿ
ôóíêöèÿ hK : Sn → R, p 7→ hK(p) = max {〈m, p〉 | m ∈ K}. Êîãäà K ïðèíàäëå-
æèò êëàññó C2

+, hK ïðèíàäëåæèò C2 è îïðåäåëÿåò ãðàíèöó K êàê îãèáàþùóþ
ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé, çàäàííûõ óðàâíåíèÿìè 〈x, p〉 = hK(p). Äàæå åñëè
ôóíêöèÿ h ∈ C2(Sn;R) íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ôóíêöèåé íåêîòîðî-
ãî âûïóêëîãî òåëà, ñ íåé âñå ðàâíî ìîæíî ñâÿçàòü îãèáàþùóþ Hh ñåìåéñòâà
ãèïåðïëîñêîñòåé, çàäàííûõ óðàâíåíèåì 〈x, p〉 = h(p). Ýòà îãèáàþùàÿ ïàðàìåò-
ðèçîâàíà ñ ïîìîùüþ xh : Sn → Rn+1, p 7→ (grad h)(p) + h(p)p. Îòîáðàæåíèå
xh ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî êàê îáðàòíîå ê îòîáðàæåíèþ Ãàóññà äëÿ Hh:
êàæäûé ðåãóëÿðíûé êóñîê Hh äîïóñêàåò ââåäåíèå îðèåíòàöèè ñ ïîìîùüþ íîð-
ìàëè òàêèì îáðàçîì, ÷òî p îêàçûâàåòñÿ âåêòîðîì íîðìàëè â òî÷êå xh(p). Â
ðàáîòå Ð.Ëàíæåâåíà, Ã.Ëåâèòà è Ã.Ðîçåíáåðãà [4] ãèïåðïîâåðõíîñòü Hh íàçâàíà
åæîì îïîðíîé ôóíêöèè h.

Ïóñòü S åñòü íåêîòîðàÿ çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ ïîâåðõíîñòü êëàññà C2
+, ãëàâ-

íûå êðèâèçíû K1 è K2 êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó (K1−c)(K2−c) ≤ 0
ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c. Ïîëîæèâ r = c−1, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ýòî
íåðàâåíñòâî â âèäå (R1 − r)(R2 − r) ≤ 0, ãäå R1 è R2 � ãëàâíûå êðèâèçíû
ïîâåðõíîñòè S. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f îïîðíóþ ôóíêöèþ ïîâåðõíîñòè S. Òàê êàê
xf : S2 → S ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê ãàóññîâó îòîáðàæåíèþ ïîâåðõíîñòè S, òî
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R1(p) è R2(p) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè åãî êàñàòåëüíîãî îòîáðàæå-
íèÿ Tpxf â òî÷êå p. Ïîëîæèâ h = f − r, âûâîäèì, ÷òî R1(p) − r è R2(p) − r
ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè êàñàòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ê xh â òî÷êå p.
Èñõîäíàÿ ãèïîòåçà òàêèì îáðàçîì ìîæåò áûòü ïåðåôîðìóëèðîâàíà òàê: "Åñëè
ôóíêöèÿ êðèâèçíû Rh(p) = det (Tpxh) åæà Hh ⊂ R3 íåïîëîæèòåëüíà íà ñôåðå
S2, òî Hh ñ íåîáõîäèìîñòüþ ñâîäèòñÿ ê òî÷êå".

Èçó÷åíèå ïðåêöèé åæà Hh äàåò íàì èíôîðìàöèþ î ñôåðè÷åñêîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè ñèíãóëÿðíîñòåé. Ìû ïîëó÷èì íåñêîëüêî èçâåñòíûõ ÷àñòíûõ ðåçóëüòàòîâ
è íîâîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé øèðèíû. Â îáùåì ñëó-
÷àå ìåòîä íå ïðîõîäèò èç-çà ñóùåñòâîâàíèÿ ñèíãóëÿðíîñòåé òèïà "ñêðåùåííûé
êîëïàê". Ìû ïðåäúÿâëÿåì åæà ñ îñîáåííîñòüþ òèïà "ñêðåùåííûé êîëïàê"è
ôóíêöèåé êðèâèçíû ≤ 0 (ìîäåëèðóåìûé íà S2 áåç íåêîòîðîé ïîëóîêðóæíî-
ñòè). Íàêîíåö, ìû ñòðîèì íåòðèâèàëüíûé åæ ñ ôóíêöèåé êðèâèçíû ≤ 0 íà
S2. Â ñèëó ïðîåêòèâíîé äâîéñòâåííîñòè ýòî âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå íå âïîëíå
ãåîäåçè÷åñêîé 2-ñôåðû, ïîãðóæåííîé â S3 ñ âíåøíåé êðèâèçíîé ≤ 0.

2. Èçó÷åíèå ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ
Ïóñòü Hh ⊂ Rn+1 � åæ è x ∈ Rn+1 \ Hh. Èíäåêñîì ih(x) íàçûâàåòñÿ àë-

ãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé îðèåíòèðîâàííîé ïîëóïðÿìîé, âûõîäÿùåé èç
x, ñ åæîì Hh, ñíàáæåííûì îðèåíòàöèåé (ýòî ÷èñëî íå çàâèñèò îò êîíêðåò-
íîé ïîëóïðÿìîé èç íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ïëîòíîãî ìíîæåñòâà íàïðàâëåíèé).
Ôóíêöèÿ êðèâèçíû åæàHh ⊂ R3 ñâÿçàíà ñ èíäåêîì ïëîñêîãî åæà, ïîëó÷àåìîãî
èç Hh ïîñðåäñòâîì îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ. Äëÿ âñåõ n ∈ S2 îãðàíè-
÷åíèå ôóíêöèè h íà îêðóæíîñòü S1

n = S2 ∩ n⊥ ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ôóíêöèåé hn

"ïðîåêöèè"åæà Hh íà n⊥: Hhn = (πn ◦ xh)(S1
n), ãäå πn ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé

ïðîåêöèåé íà n⊥. Äëÿ èíäåêñà ýòîé ïðîåöèè ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
ÒÅÎÐÅÌÀ 1 ([5]). Äëÿ êàæäîãî ðåãóëÿðíîãî çíà÷åíèÿ x îãðàíè÷åíèÿ πn◦xh

íà ïîëóñôåðó S2
n = {p ∈ S2 | 〈p, n〉 ≥ 0} âåðíî ðàâåíñòâî ihn(x) = νn

h (x)+ −
νn

h (x)−, ãäå νn
h (x)+ (ñîîòâ. νn

h (x)−) åñòü ÷èñëî òî÷åê p ∈ S2
n òàêèõ, ÷òî xh(p)

ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé (ñîîòâ. ãèïåðáîëò÷åñêîé) òî÷êîé Hh, ëåæàùåé íà
ïðÿìîé {x}+ Rn.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëèHh èìååò ôóíêöèþ êðèâèçíû ≤ 0 è íå ñâîäèòñÿ ê îäíîé
òî÷êå, òî ihn ≤ 0 è íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì íóëåì. Òàê êàê ihn ≥ 0 åñëèHhn

ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ èëè òî÷êîé, òî ýòî äîêàçûâàåò ãèïîòåçó äëÿ ïîâåðõíî-
ñòåé, õîòü îäíà èç ïðîåêöèé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ. Ñëåäóþùåå ñëåä-
ñòâèå èñïîëüçóåò ïîíÿòèå òî÷êè åæà. Êàæäîìó åæó Hh ⊂ Rn+1 ñîîòâåòñòâóåò
ïñåâäîìåòðèêà, îïðåäåëåííàÿ íà Sn ðàâåíñòâîì ρh(p, q) = inf ({L(xh ◦ γ | γ ∈
Cp,q}, ãäå Cp,q åñòü ìíîæåñòâî êóñî÷íî C1-ãëàäêèõ êðèâûõ ñ êîíöàìè p è q,
à L(xh ◦ γ) ÿâëÿåòñÿ äëèíîé êðèâîé xh ◦ γ. Òî÷êîé åæà Hh ïî îïðåäåëåíèþ
ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà (Sn/ ∼) = {[p] | p ∈ Sn}, ãäå p ∼ q åñëè è òîëüêî
åñëè ρh(p, q) = 0, ñíàáæåííîì ìåòðèêîé dh([p], [q]) = ρh(p, q). Íî äëÿ ïðîñòîòû
ìû íå ðàçëè÷àåì òî÷êó [p] è åå ãåîìåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ xh(p).

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Åñëè Hh ⊂ R3 èìååò ôóíêöèþ êðèâèçíû ≤ 0, òî (i) äëÿ
âñåõ x ∈ n⊥ − Hhn ñóùåñòâóåò ðîâíî −2ihn(x) òî÷åê Hh, ãåîìåòðè÷åñêèå
ðåàëèçàöèè êîòîðûõ ëåæàò íà ïðÿìîé {x}+ Rn; (ii) äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈
Hhn êàæäàÿ òî÷êà åæà Hh, ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ êîòîðîé ëåæèò íà
ïðÿìîé {x}+Rn, ÿâëÿåòñÿ êëàññîì íåêîòîðîé òî÷êè îêðóæíîñòè S1

n = S2 ∩
n⊥.
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Ïóñòü Hh ÿâëÿåòñÿ åæîì â Rn+1. Ãîâîðÿò, ÷òî s ∈ xh(Sn) ÿâÿëåòñÿ ýêñòðå-
ìàëüíîé òî÷êîé äëÿ Hh â íàïðàâëåíèè n ∈ Sn, åñëè 〈xh(p), n〉 ≤ 〈s, n〉 äëÿ âñåõ
p ∈ Sn.

ËÅÌÌÀ 1. Ïóñòü s ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé òî÷êîé åæà Hh ⊂ R2 â íà-
ïðàâëåíèè n ∈ S1. Òîãäà íà S1 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè x−1

h (s) ðàçäåëÿþòñÿ
ìíîæåñòâîì {n,−n}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî s = (0, 0) è
n = (0, 1). Òîãäà îïîðíàÿ ïðÿìàÿ ñ íîðìàëüþ uθ = (cos θ, sin θ) /∈ {−n, n} ïåðå-
ñåêàåò n⊥ â òî÷êå (x(θ), 0), ãäå x(θ) = h(nθ)/cosθ. Åñëè âíóòðåííîñòü äóãè Γ ⊂
S1 ñ êëíöàìè α, β ∈ x−1

h (s) íå ïåðåñåêàåò {−n, n}, òî Γ ⊂ x−1
h (s). Â ñàìîì äåëå,

òîãäà ìû áû èìåëè x(θ) → 0 åñëè uθ → α èëè β, x′(θ) = 〈xh(uθ), n〉/ cos2 θ ≤ 0
åñëè uθ ∈ Γ− {α, β} è, ñëåäîâàòåëüíî, h = 0 íà Γ. ¤

ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Ïóñòü åæ Hh ⊂ R3 èìååò ôóíêöèþ êðèâèçíû ≤ 0. Åñëè
Hh íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé, òî Hh äîïóñêàåò â íåêîòîðîì íàïðâëåíèè n ∈ S2

ýêñòðåìàëüíóþ òî÷êó s, ñôåðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå x−1
h (s) êîòîðîé íå ïåðå-

ñåêàåò îäíó èç ïîëóîêðóæíîñòåé, ñîåäèíÿþùèõ −n è n íà S2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Hh íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé, òî ñóùåñòâóåò íàïðàâëåíèå

n ∈ S2 â êîòîðîì Hh èìååò äâå ðàçëè÷íûå ýêñòðåìàëüíûå òî÷êè s1 è s2. Ïîëî-
æèì p = (s2−s1)/‖s2−s1‖ è ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ Hh íà p⊥. Îáùàÿ ïðîåêöèÿ
s òî÷åê s1 è s2 ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé òî÷êîé Hhp â íàïðàâëåíèè n. Îäíà
èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà x−1

hp
(s) íå ïåðåñåêàåò ñðàçó (îäíîâðåìåííî)

x−1
h (s1) è x−1

h (s2) òàê êàê Hh íå ñîäåðæèò ñåãìåíòà [s1, s2]. Îäíàêî x−1
h (s1) è

x−1
h (s2) ïåðåñåêàþò x−1

hp
(s) (ñëåäñòâèå 1) è èõ êîìïîíåíòû ðàçäåëÿþòñÿ ìíî-

æåñòâîì {−n, n} íà S1
p (ëåììà 1), ñëåäîâàòåëüíî, x−1

h (s1) (ñîîòâ. x−1
h (s2)) íå

ïåðåñåêàåò îäíó èç ïîëóîêðóæíîñòåé, ñîåäèíÿþùèõ −n è n íà S1
p. ¤

ÅæHh ⊂ R3 íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì (ñîîòâ. ïðîåêòèâíûì) åñëè åãî îïîð-
íàÿ ôóíêöèÿ h ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé (ñîîòâ. àíòèñèììåòðè÷íîé: äëÿ êàæ-
äîãî p ∈ Sn, h(−p) = −h(p).

ÒÅÎÐÅÌÀ 3. Åñëè Hh ⊂ R3 ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì (ñîîòâ. ïðîåêòèâ-
íûì) åæîì ñ ôóíêöèåé êðèâèçíû ≤ 0, òî Hh ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü s ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé òî÷êîé åæà Hh â íàïðâ-
ëåíèè n ∈ S2 è [m] ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé åæà Hh, äëÿ êîòîðîé s ÿâëÿåòñÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî x−1

h (s)
ïåðåñåêàåò êàæäóþ ïîëóîêðóæíîñòü, ñîåäèíÿþùóþ −n è n íà S2. Ñîãëàñíî
ñëåäñòâèþ 1, [m] ïåðåñåêàåò êàæäóþ áîëüøóþ îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
n. Åñëè Hh ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì åæîì, òî x−1

h (s) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëü-
íî àíòèïîäàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ðåçóëüòàò äîñòèãíóò. Äîïóñòèì Hh ÿâ-
ëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì åæîì, íå ñâîäÿùèìñÿ ê òî÷êå. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå
φ : S2 → R, u 7→ 〈xh(u), n〉 àíàëèòè÷íî, êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè φ(u) = 〈s, n〉
ÿâëÿþòñÿ ëèáî òî÷êàìè, ëèáî ïðîñòûìè çàìêíóòûìè äóãàìè, ëèáî ïîãðóæåíè-
ÿìè íåêîòîðûõ ñâÿçíûõ ãðàôîâ, âñå âåðøèíû êîòîðûõ èìåþò ÷åòíóþ ñòåïåíü
[8]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C òó êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè, êîòîðàÿ ñîäåðæèò [m]. Ïî-
ñêîëüêó [m] ïåðåñåêàåò âñå áîëüøèå äóãè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç n, è ïåðåñåêàåò
ñàìîå áîëüøåå îäèí ðàç êàæäóþ áîëüøóþ ïîëóîêðóæíîñòü, ñîåäèíÿþùóþ −n
è n (ëåììà 1), òî ëèáî C ïåðåñåêàåò {−n, n} ëèáî C ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé äóãîé,
ðàçäåëÿþùåé −n è n íà S2. Îäíàêî, C ⊂ x−1

h (s) (èíà÷å íåêòîðàÿ ïðîåêöèÿ
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åæà Hh ñîäåðæàëà áû íåòðèâèàëüíûé ñåãìåíò). Ñëåäîâàòåëüíî, x−1
h (s) ïåðåñå-

êàåò êàæäóþ ïîëóîêðóæíîñòü, ñîåäèíÿþùóþ −n è n íà S2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
òåîðåìå 2. ¤

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Ãèïîòåçà âåðíà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé (ñîîòâ.
äëÿ ïîâåðõíîñòåé ïîñòîÿííîé øèðèíû).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé àíàëèòè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé íåïîñðåäñòâåííî âû-
òåêàåò èç òåîðåìû 3. Åñëè S èìååò ïîñòîÿííóþ øèðèíó, òî h = f − r èìå-
åò âèä g + k, ãäå g àíòèñèììåòðè÷íî, à k ïîñòîÿííî. Òîãäà ìû èìååì Rh =
Rg + 2kR(1,g)+k2 , ãäå R(1,g) îáîçíà÷àåò ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ãëàâíûõ ðàäè-
óñîâ êðèâèçíû åæà Hg. Îòñþäà çàìå÷àÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî Rh ≤ 0, ïðèìåíåííîå
ê àíòèïîäàëüíûì îñîáûì òî÷êàì xg, äàåò k2 ≤ 0, ïîëó÷àåì, ÷òî Hh ÿâëÿåòñÿ
ïðîåêòèâíûì åæîì. ¤

3. Êîíòðïðèìåð
Íè ìåòîä ïàðàãðàôà 2, íè ïðåäøåñòâóþùèå ðàáîòû íå ïîçâîëÿþò ïðèíèìàòü

âî âíèìàíèå îñîáåííîñòè òèïà ñêðåùåííîãî êîëïàêà. Îòîáðàæåíèå X : R2 →
R3, (u, v) 7→ (x, y, z) = r4(u, 1, uv), ãäå r =

√
u2 + v2, îïðåäåëÿåò ñêðåùåííûé

êîëïàê, êîòîðûé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åæ Hh (ìîäåëèðóåìûé íà ñôåðå S2

ñ óäàâëåííîé ïîëóîêðóæíîñòüþ z = 0, x ≤ 0) ñ ôóíêöèåé êðèâèçíû ≤ 0. Íà
S2 ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê åæà Hh ÿâëÿåòñÿ ïîëóîêðóæíîñòüþ y = 0,
x ≥ 0. ßâëÿÿñü ñôåðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ýêñòðåìàëüíîé òî÷êè â íàïðàâ-
ëåíèè n = (0,−1, 0), ýòà ïîëóîêðóæíîñòü íå ïåðåñåêàåò ãåîäåçè÷åñêèå ëèíèè
ñôåðû S2, êîòîðûå ñîåäèíþò −n è n è ðàñïîëîæåíèû â ïîëóñôåðå x < 0. Ìåòîä
ïàðàãðàôà 2 íå ìîæåò áûòü, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíåí ê èçó÷åíèþ òàêèõ ñèí-
ãóëÿðíîñòåé. Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü åæà Hh ⊂ R3 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ àëãåáðàè÷åñêîé
ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì x5y5 − (x4 + y2z2)2 = 0, ñîäåðæàùåéñÿ â
ïîëóïðîñòðàíñòâå y > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñêëåèâàíè-
åì ãðàôèêà ôóíêöèè f(x, y) = (x/y)

√
y5/2 − x2 ñ åãî ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì

îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè z = 0. Ïðîâåðêà íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáûõ òðóäíîñòåé.
Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íåàíàëèòè÷åñêèé åæ ìîæåò èìåòü àíàëèòè÷åñêóþ
ïàðàìåòðèçàöèþ.

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð íàâîäèò íà ìûñëü ñîåäèíèòü 4 ñêðåùåííûõ êîëïàêà
òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü åæ, ñ ôóíêöèåé êðèâèçíû≤ 0 íà S2. Íà÷íåì ñî ñêëåèâàíèÿ
ãðàôèêà ôóíêöèè

f(x, y) =
xy

1− x4 − y4

√
(1− x4 − y4)5/2 − 25x2y2(x8 + y8 + 3(x4 + y4 − x4y4) + 1)1/2,

ãäå (x, y) ∈ D = {(u, v) ∈ R2||u|4/5 + |v|4/5 ≤ 1}, ñ åãî ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì
îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè z = 0 (çàìåòèì, ÷òî ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â òî÷-
íîñòè çàíóëÿåòñÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè D). Ïîëó÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü îáðàçîâàíà
÷åòûðüìÿ ñêðåùåííûìè êîëïàêàìè, íî èìååò êðèâèçíó ≥ 0. Íàêîíåö, ÷òîáû
èñêëþ÷èòü êðèâèçíó ≥ 0, äîáàâèì ê f ôóíêöèþ âèäà g(x, y) = a(x2−y2)+b(x4−
y4) ñ a 6= 0 è a + 6b = 0, äëÿ êîòîðûõ ãðàôèê ôóíêöèè g : D → R èìååò êðè-
âèçíó < 0 âñþäó, êðîìå îñîáûõ òî÷åê íà ãðàíèöå. Èíûìè ñëîâàìè, ðàññìîòðèì
ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïîâåðõíîñòåé (St)t∈R∗+ , îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëàìè
Xt : D × {−1, 1} → R3, (x, y, ε 7→ (x, y, (x2 − y2)− 1

6 (x4 − y4) + tεf(x, y)).
Âû÷èñëåíèÿ íà êîìïüþòåðå ïîêàçûâàþò, ÷òî ñóùåñòâóåò èíòåðâàë çíà÷åíèé

ïàðàìåòðà t, äëÿ êîòîðûõ St ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ñ ãàóññîâîé êðèâèçíîé
< 0. Ñðåäè ýòèõ çíà÷åíèé ìû âûáèðàåì t = 1/12. Ïîâåðõíîñòü S1/12 ÿâëÿåòñÿ
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÷àñòüþ àëãåáðàè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè. Îíà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïëîñêî-
ñòåé x = 0 è y = 0 è îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ x = y = 0 è z = 0, x = y (ñîîòâ.
x = −y). Ïîñêîëüêó îíà ÿâëÿåòñÿ ñêëåéêîé äâóõ ãðàôèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ íàä
D (÷üè ãðàíèöû ÿâëÿþòñÿ åæàìè ñ îïîðíîé ôóíêöèåé (u, v) 7→ uv(u4 +v4)−1/4,
(u, v) ∈ S1 ⊂ R2) ñòðîãàÿ îòðèöàòåëüíîñòü åå ãàóññâîé êðèâèçíû (è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ëîêàëüíàÿ èíúåêòèâíîñòü åå ãàóññîâà îòîáðàæåíèÿ) âëå÷åò òî, ÷òî îíà
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåêîòîðûé åæ Hh. Èçó÷èì åãî êëàññ äèôôåðåí-
öèðóåìîñòè. Âû÷èñëåíèÿ íà êîìïüþòåðå ïîêàçûâàþò, ÷òî ìíîæåñòâî îñîáûõ
òî÷åê åæà Hh îáðàçîâàíî íà S2 ÷òûðüìÿ ïîëóîêðóæíîñòÿìè: (i) 3x + 4z = 0,
y ≥ 0; (ii) 3y−4z = 0, x ≥ 0; (iii) 3x−4z = 0, y ≤ 0; (iv) 3y+4z = 0, x ≤ 0. Ñðàçó
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî h ïðèíàäëåæèò C∞ âíå ñèíãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà è ïðèíàäëå-
æèò C1 íà âñåì S2 (çàìåòèì, ÷òî xh ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íà S2 ãðàäèåíòà
ôóíêöèè ϕ(u) = ‖u‖h(u/‖u‖), u ∈ R3 − {0R3}). Ìîæíî äîêàçàòü òàêæå, ÷òî h
ïðèíàäëåæèò C2 íà S2 è çàìåòèòü, ÷òî íà S2 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îòîáðàæå-
íèÿ (hessϕ)(p) (0 è ãëàâíûå ðàäèóñû êðèâèçíû åæàHh â òî÷êå xh(p)) ñòðåìÿòñÿ
ê íóëþ ïðè ïîäõîäå ê ñèíãóëÿðíîìó ìíîæåñòâó (âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî
Rh è R(1,h) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè ïðèáëèæåíèè ê ñèíãóëÿðíîìó ìíîæåñòâó).
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